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ی�ی از دروس م�م نقشـــھ برداری اســـت کھ مباحث �لیدی مر�وط بھ ســـ�ســـتم �ای تصـــو�ر و روابط طرا�� و  II ژئودزی 

ــــتاد تفاوت ز�ادی دارند، این  ـــر فصـــــل آن �ســـــتھ بھ اسـ اســـــتفاده از آ��ا را شـــــرح می د�د. بر خلاف �ع�ـــــ�� از دروس کھ ســ

� ین منبع این درس کھ �م برای آموزش کلا��درس تقر�با در اغلب دا�شـ�اه �ا با سر فص�� مشابھ تدر�س می شود. ���� 

ـــــد، جزوه م�ندس محمد کر�م می باشــــــــد کھ در واقع ترجمھ  ـــــد مفید می باشــ ـــــ�� ارشـــ ـــنا�ــ و �م بھ عنوان منبع آزمون �ارشــــ

  می باشد.  Geodesy The Conceptبخش�ا�ی از کتاب 

  در ادامھ سر فصل مطالب موجود در این جزوه آورده شده است:

 

 

  مقدمھ -١

 Terrestrial Geocentric Systems ،Terrestrial Topocentricقط��ب ھ��ا، ص������فح��ات و محورھ��ا ( -١-١     
Systems     پتیک س�ماوی، س�یس�تم بعدی س�ماوی، س�یس�تم زاویھ س�اعتی، سیستم ی، س�یس�تم ھای دس�ت چپی، س�یس�تم اکل                 

                    افقی، سیستم مداری)

  زمان نجومی  زمان جھانی -١ -٢      

  انواع مشاھدات در ژئودزی -١-٣      

  سیستم ھای مختصات زمینی -٢

  Geocentricسیستم ھای زمینی  -٢-١      

  حرکات قطبی و دوران نامنظم زمین -٢-١-١           

  سیستم ھای متوسط و لحظھ ای -٢-١-٢            

  سیستم ھای ژئودتیک -٢-١-٣            

  رابطھ بین مختصات کارتزین و منحنی الخط -٢-٢       

  مختصات کارتزین و منحنی الخط یک نقطھ روی بیضوی مقایسھ -٢-٢-١             

  بردار وضعیت بر حسب عرض ژئودتیک -٢-٢-٢             

  بھ مختصات ژئودتیکتبدیل از مختصات کارتزین زمینی متوسط  -٢-٢-٣             

  سطوح مختصات ژئودتیک -٢-٣        

  پارامترھای مشخص کننده وضعیت سطح مختصات -٢-٣-١              

  ایجاد یک دیتوم -٢-٣-٢              

  تبدیلات دیتوم -٢-٣-٣              

 یھای مختصات ژئودز بخش اول: سیستم
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       ۴-٢-   

  Topocentricسیستم ھای زمینی  -٢-۴-١             

  سیستم نجومی محلی -٢-۴-٢             

  سیستم ھای ژئودتیک محلی -٢-۴-٣             

  خلاصھ سیستم ھای زمینی  -٢-۵       

  

  

  قسمت اول: ھندسھ بیضوی

  بیضوی دورانی -١

  پارامترھای بیضوی -١-١        

  شعاع انحناء -١-٢        

  انحناء نصف النھارشعاع  -١-٢-١              

  شعاع انحناء اولیھ -١-٢-٢              

  شعاع انحنا در یک آزیموت اختیاری -١-٢-٣              

  بیضوی  منحنی ھای واقع بر سطح یک  -١-٣        

  مقطع قائم -١-٣-١              

  ژئودزیک -١-٣-٢              

  سطح بیضوی مقایسھ قسمت دوم: تبدیل مشاھدات ژئودزیک زمینی بھ

٢-   

  و یا زوایای افقی اامتداد ھتبدیل   -٢-١        

  تصحیح بھ علت تنافر قائم ھا -٢-١-١             

  اثرات فیزیکی -٢-١-٢             

  فواصل سمت الراسی-٢-٢        

  فواصل-٢-٣        

  نیتبدیل کمیت ھای محاسبھ شده ژئودتیک بھ اندازه ھای زمی-٢-۴        

 بخش دوم: محاسبات تعیین مختصات
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  مقایسھ بیضویقسمت سوم: محاسبات مختصات ژئودتیک بر روی 

  خطوط کوتاه –فرمول پواسن  -٣

  مقدمھ -٣-١        

  مسئلھ مستقیم-٣-٢        

  مسئلھ معکوس-٣-٣        

  خلاصھ معادلات مربوطھ بھ حل مسائل مستقیم و معکوس با بھ کار بردن فرمولھای پواسن-٣-۴        

  متوسط عرض ھایھای گوس برای فرمول-٣-۵        

  دیگر فرمولھای خطوط کوتاه-٣-۶        

  

  

  کلیات

  مقدمھ ای بر تصاویر متشابھ -١
  مروری بر متغیر ھای متغیر -٢

  قوانین حساب مختلط -٢-١        

  صفحھ مختلط -٢-٢        

  توابع مختلط  -٢-٣        

  شی و ریمانوبر روی دو صفحھ مختلط، شروط ک شرط تشابھ -٢-۴        

  توابع مختلط خاص -٢-۵        

  مروری بر ھندسھ دیفرانسیل -٣

  معادلات پارامتریک رویھ -٣-١        

  ھای اصلی گوست کمی -٣-٢        

  زاویھ بین منحنی ھای پارامتریک -٣-٣        

  تصاویر متشابھ بطور کلی -۴

  Isometricصفحھ  -۴-١        

  تعریف ضریب اشل -۴-٢        

  شروط تشابھ بین صفحھ نقشھ و صفحھ ایزومتریک -۴-٣        

 بخش سوم سیستم تصویر متشابھ
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  تعیین ضریب اشل -۴-۴        

  روابط ھندسی منحنی ھای تصویر شده -۵-۴        

  تقارب نصف النھارات -۶-۴        

  تصویر مرکاتور -۵

  مستقیم مسئلھ -۵-١        

  ضریب اشل -۵-٢        

  تقارب نصف النھارات -۵-٣        

  شکل تصویر مرکاتور -۴-۵        

  loxodromeکسدروم ول -۵-۵        

  مسئلھ معکوس -۶-۵        

  نسورس مرکاتوراتصویر تر -۶

  مسئلھ مستقیم -۶-١        

  تقارب نصف النھارات بر حسب مختصات ژئودتیک -۶-٢        

  ات ژئودتیکضریب اشل بر حسب مختص -۶-٣        

  نسورس مرکاتوراشکل ظاھری تصویر تر -۴-۶        

  مسئلھ معکوس -۵-۶        

  تقارب نصف النھارات بر حسب مختصات نقشھ -۶-۶        

  ضریب اشل بر حسب مختصات نقشھ -۶-٧        

  سیستم ترانسورس مرکاتور جهانی -8-6        

  UTMضریب اشل در  -۶-٨-١            

  UTMمعادلات تصویر در  -۶-٨-٢            

  تصویر متشابھ مخروطی لامبرت -٧

  مسئلھ مستقیم -٧-١        

  ضریب اشل -٧-٢        

  تقارب نصف النھارات -٧-٣        
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        ۴-٧- LCC در حالت دو مدار استاندارد  

        ۵-٧- LCC در حالت یک مدار استاندارد  

  ییر سیستم مختصاتترمیم و تغ -٧-۶        

  مسئلھ معکوس -٧-٧         
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  مقدمه )1

این بخش شامل تعاریف دقیق سیستم هاي مختصات و تبدیلات آنها به یکدیگر می باشد. هدف از انتخاب سیستم مختصات 

بالاي آن نسـبت به آن سـیسـتم می باشـد. یک سیستم مختصات بایستی داراي  یامختصـات نقاط واقع بر سـطح زمین  تعیین

  مشخصات زیر باشد:

 محل مبدأ -1

 جهت توجیه سه محور -2

 پارامترهایی که وضعیت یک را نسبت به سیستم هاي مختصات تعریف می کنند (کارتزین یا منحنی الخط) -3

ف سیستم هاي مختصات و سیستم هاي زمان برخوردار هستند حرکات دوره هاي زمین در فضا از اهمیت خاصی در رابطه با تعری

) 1-1بطوریکه می دانیم زمین داراي دو نوع حرکت است: اول حرکت زمین به دور خود و دوم گردش آن به دور خورشید (شکل 

فضا ایجاد می و همچنین داراي یک قمر طبیعی (ماه) و تعداد زیادي اقمار مصـنوعی می باشـد که سومین حرکت دوره اي را در 

  به دور زمین گویند. از انواع سیستم هاي مختصات، سیستم هاي نامبرده زیر مورد توجه است: 1کنند که آن را حرکت مسیري

منظور از بستگی به زمین این است که با زمین . ٣سیستم هایی هستند که به زمین بسته اند: ٢سیستم هاي مختصات زمینی -

راي تعیین مختصات نقاط واقع بر سطح زمین بکار می روند و به دو دسته تقسیم می شوند: دوران می کند. این سیستم ها ب

 ).1-2است(شکل  ٥ و دیگري سیستم هایی مبدأ آنها واقع بر سطح زمین ٤یکی سیستم هایی که مبدأ مرکز زمین

ا شته ولی ممکن است ب: سیستم هایی هستند که در حرکت زمین به دور خورشید شرکت ندا6سیستم هاي مختصات سماوي -

زمین دوران نمایند. این سـیستم ها در تعیین مختصات اجرام سماوي مانند ستارگان مورد استفاده قرار می گیرند و به چهار 

 دسته مختلف تقسیم می شوند:

 ٧سیستم مختصات اکلیپتیک -١

 ٨سیستم مختصات بعدي -٢

 ٩سیستم مختصات زاویه ساعتی -٣

 ١٠سیستم مختصات افقی -۴

سیستم هایی هستند که با زمین دوران نمی کنند ولی در حرکت زمین به دور خورشید :١١مختصات مسیريسیستم هاي  -

 شرکت داشته و براي تعریف و تعیین مختصات اقمار مصنوعی زمین به کار می روند.

                                                           
١ Orbital motion  
٢ Terrestrial Coordinate Systems 
٣ Earth fixed  
٤ geocentric 
٥ Topocentric 
٦ Celestial Coordinate Systems  
٧ Ecliptic   
٨  Right ascension 
٩  Hour angle 

١٠ Horizon  
١١ Orbital coordinate systems  

 يودزئژ در بخش اول: سیستم هاي مختصات
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 1-1شکل 

  
 (جدول سیستم هاي مختصات) 1-2شکل 
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 قطب ها ، صفحات و محورها    -١-١

می توان بر حسب قطب هاي اولیه و ثانویه، صفحات اولیه و ثانویه و محورهاي اول و دوم و سوم توجیه محورهاي مختصـات را 

  :در نظر گرفت

 قطب اولیه، محور تقارن سیستم مختصات است. بعنوان مثال: محور دوران زمین  

 صفحه اولیه، صفحه عمود بر قطب اولیه است. مثلا: صفحه استواي زمین  

 اولیه و گذرنده بر قطب اولیه می باشـد که گاهی بطور اختیاري انتخاب می شود مانند  صـفحه ثانویه، عمود بر صـفحه

صـفحه نصـف النهار گرینویچ و گاهی از عوامل طبیعی در تعریف آنها اسـتفاده می شود مانند صفحه ثانویه گذرنده بر 

  (محل برخورد دایره اکلیپتیک و دایره استوا). نقطه 

 .قطب ثانویه، محل تقاطع صفحات اولیه و ثانویه است  

  محور اول، قطب ثانویه و محور سوم، قطب اولیه و محور دوم ، عمود بر دو محور دیگر می باشد و انتخاب آن در جهتی

  .را بوجود آورد١٣یا دست چپی ١٢است که بر حسب خواست ما سیستم دست راستی

  ر بالا ذکر شد صفحه اولیه، محور اول و قطب را در آنها مورد بررسی قرار می دهیم:براي توجیه سیستم هاي مختصات با آنچه د

 عوامل فوق بصورت زیر تعریف می شوند: ١٤براي سیستم هایی که مبدأ آنها مرکز زمین است 

  مبدأ مختصات نزدیک مرکز زمین است. -الف

  قطب و صفحه استوا نامیده می شود.قطب اولیه در امتداد محور دورانی زمین و صفحه اولیه عمود این  -ب

  محور اول تقاطع بین صفحه استوا و صفحه گذرنده بر نصف النهار گرینویچ است. -ج

  سیستم دست راستی است -د

 عوامل فوق بصورت زیر تعریف می  ١٥براي سـیسـتم هاي مختصات زمینی که مبدأ آنها نقطه اي واقع بر سطح زمین است

 شود:

  اي است نزدیک سطح زمینمبدأ مختصات نقطه  -الف

  صفحه اولیه صفحه اي است مماس بر سطح زمین در نقطه مبدأ -ب

محور اولیه نقطه شـمال است (این نقطه محل تقاطع صفحه مماس و صفحه گذرنده بر قطب شمال دورانی زمین  -ج

  است)

  سیستم دست چپی است -د

  می شوند:براي سیستم سماوي اکلیپتیک چهار عامل فوق بصورت زیر تعریف 

  مبدأ نقطه اي است نزدیک مرکز خورشید -الف

  صفحه اولیه صفحه مسیر حرکت زمین به دور خورشید است که صفحه اکلیپتیک نامیده می شود -ب

  نامیده می شود. vernal equinox) که   محور تقاطع بین صفحه اکلیپتیک و صفحه استوا است (نقطه -ج

  م دست راستی استسیست -د

 :براي سیستم سماوي بعدي عوامل فوق بصورت زیر تعریف می شوند 

                                                           
١٢ Right handed 
١٣ Left handed 
١٤ geocentric systemTerrestrial  
١٥ Terrestrial topocentric system 



     حمید جعفرزاده           گرد آوري از:                             

  

      

 
٩ hamid73j@ymail.com 

  مبدأ مختصات نزدیک مرکز خورشید است -الف

  صفحه اولیه صفحه استوا است -ب

  است )vernal equinox(محور اول نقطه گاما  -ج

  سیستم دست راستی است -د

 :براي سیستم زاویه ساعتی بصورت زیر تعریف می شوند 

  مبدأ مختصات نزدیک مرکز خورشید است -لفا

  صفحه اولیه صفحه استوا است -ب

صـفحه ثانویه صـفحه نصـف النهار سـماوي است (صفحه نصف النهار سماوي صفحه اي است گذرنده بر ناظر و  -ج

  محور دورانی زمین)

  سیستم دست چپی است -د

 :در مورد سیستم افقی نیز خواهیم داشت 

  نزدیک مرکز خورشید استمبدأ مختصات  -الف

  صفحه اولیه به موازات صفحه مماس در محل مشاهده کننده است (صفحه افق) -ب

  محور اولیه به موازات نقطه شمال ناظر می باشد -ج

  سیستم دست چپی است -د

 :و در مورد سیستم مسیري 

  مبدأ مختصات مرکز ثقل زمین است -الف

  می باشدصفحه اولیه صفحه سیر قمر به دور زمین  -ب

اســـت(این نقطه، نقطه ایســـت که قمر ١٦محور اول خطی در صـــفحه اولیه و جهت آن به طرف نقطه پري جی -ج

  نامیده می شود.17 مصنوعی در نزدیکترین فاصله از زمین واقع می شود ). خط مزبور خط اپسیدس

  سیستم دست راستی است -د

 زمان جهانی و زمان نجومی       -2-1

) نیز تعریف می شــوند. ST) و نجومی (UTی و انتقالی زمین دو ســیســتم زمانی جهانی یا خورشــیدي (با حرکات دوره اي دوران

بطور کلی یک سـیستم زمانی با تعیین یک فاصله و یک مبدأ دقیق زمانی تعریف می شود. روز خورشیدي عبارت است از فاصله 

ی فاصـله دو عبور متوالی نقطه گاما از نصف النهار یک زمانی بین دو عبور متوالی خورشـید از نصـف النهار یک محل. روز نجوم

و یک نصف النهار زمینی است. اگر این نصف النهار گرینویچ باشد آن را زمان   محل می باشد. مبدأ نجومی زاویه ي بین نقطه

ــی به GSTنجومی گرینویچ ( ــیله یک فرمول ریاض ــیدي بوس ــت. زمان نجومی ) می نامند. زمان خورش زمان نجومی مربوط اس

  پارامتري است که بوسیله آن سیستم هاي زمینی و نجومی باهم ارتباط می یابند.

 انواع مشاھدات در ژئودزی           -١-٣

ژئودزي عبارت است از مطالعه اندازه و شکل زمین و تعیین مختصات نقاط واقع بر روي سطح زمین و بالاي آن. مختصات یک 

 شود: ي زیر تعیین میار دسته مشاهده هایک نقطه نسبت به مختصات نقاط دیگر با انجام یک یا چند مشاهده از چه ایستگاه و

  »ارتفاعات«و » اختلاف فواصل«، » فواصل«، » امتداد ها«

                                                           
١٦ perigee 
١٧ apsides 
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زمینی  داد هاياندازه گیري هاي زاویه افقی و قائم بین دو نقطه واقع بر ســطح زمین که معمولا با تئودولیت انجام می شــوند امت

هستند. اندازه گیري هاي زاویه اي که بین یک ایستگاه واقع بر سطح زمین و یک موقعیت از قمر مصنوعی انجام می شود (بطور 

مثال طریق عکسـبرداري از قمر مصـنوعی در زمینه سـتاره) امتداد هاي قمر مصـنوعی هستند. مشاهدات زاویه اي که بین یک 

اره به عمل می آید امتداد هاي نجومی هستند. فواصل بین دو ایستگاه روي زمین (مانند فواصل نقطه از سـطح زمین و یک سـت

اندازه گیري شـده بوســیله دســتگاه هاي الکتروماتیک) فواصــل زمینی و فواصــل اندازه گیري شــده بین یک نقطه زمینی و یک 

ــوند. اختلاف اندازه  )lazer rangingموقعیت از قمر مصــنوعی (بطور مثال اندازه گیري شــده با  فواصــل اقماري نامیده می ش

گیري شــده بین یک نقطه از زمین با دو ایســتگاه دیگر اندازه گیري اختلاف فاصــله نامیده می شــوند(مانند تعیین وضــعیت 

ــنوعی به اندازه گیري  ــعیت مختلف یک قمر مص ــتگاه زمینی و دو وض ــله بین یک ایس هیپربولیکی). اندازه گیري اختلاف فاص

ختلاف فاصـله اقماري موسوم است. تمام این اندازه گیري ها روابط هندسی بین ایستگاه ها را تعیین نموده و بخشی از ژئودزي ا

  هندسی هستند.

اختلاف ارتفـاعـاتی که به روش ترازیابی دقیق بدســـت می آیند و مقادیري که از اندازه گیري هاي ثقل در مســـیر این خطوط 

ربوط به اختلافات پتانسیل در حوزه جاذبه زمین هستند و بخشی از فیزیکال ژئودزي را تشکیل می ترازیابی حاصـل می شـوند م

  دهند.

رابطه بین تمام اندازه گیري هاي فوق و مختصـات ایسـتگاه هاي شـبکه هاي ژئودزي که با آن اندازه گیري ها تعیین می شوند 

ــترکاً ــکیل می دهند. یک حل یکه توأما و مش ــی را تش ــات مجهول را می توان با مدل ریاض اعمال روش کمترین  براي مختص

  اندازه گیري و مدل ریاضی را بدست آورد. 18مربعات

 سیستم هاي مختصات زمینی )2

در این فصل سیستم هاي مختصات زمینی ژئوسنتریک و توپوسنتریک را مورد مطالعه قرار می دهیم. در اینجا ابتدا سیستم هاي 

از مختصــات کارتزین توضــیح داده و بیان می کنیم که منظور از محور دورانی زمین و نصــف النهار توپوســنتریک را با اســتفاده 

گرینویچ چیست. سپس رابطه بین سیستم هاي کارتزین و منحنی الخط شرح داده خواهد شد. در آخر سیستم زمینی توپوسنتریک 

  را مورد بررسی قرار خواهیم داد.

  سیستم هاي زمینی ژئوسنتریک -1-2

  بایستی برقرار باشد: یدمه توضیح داده شد که در مورد سیستم هاي زمینی ژئوسنتریک شرایطدر مق

  مبدأ مختصات نزدیک مرکز زمین باشد -الف

  قطب اولیه در امتداد محور دورانی زمین باشد -ب

  محور اول عبارت است از تقاطع بین صفحه اولیه و صفحه شامل نصف النهار گرینویچ -ج

  استی باشدسیستم دست ر -د

  روشن و بدون ابهام است ولی سه شرط اولیه بطوریکه خواهیم دید چنین نیستند.» د«شرط 

                                                           
١٨ squares estimation-Least  
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  ما ابتدا در مسائل مربوط به محور دورانی زمین و نصف النهار گرینویچ و سپس درباره مرکز زمین بحث خواهیم کرد.

  حرکات قطبی و دوران نامنظم زمین      -1-1-2

ه زمین حول محور ثابتی با سرعت و زمان یکنواخت دوران می کند در حالیکه نه محور دوران و نه زمان معمولا تصور می شود ک

  یک دوران هیچکدام ثابت و یکنواخت نیستند.

سـال از کشـف این مطلب که امتداد محور دورانی زمین نسبت به سطح زمین حرکت می کند، می گذرد. ین حرکت  70بیش از 

ل است که محور دورانی زمین و محور حداکثر اینرشیاي آن برهم عمود منطبق نیستند. مسیر این حرکت قطب بیشـتر به این دلی

متر با  5غیر منظم ولی کم و بیش دایره اي و در جهت حرکت عقربه هاي سـاعت است (البته از منظر شمال). دامنه این حرکت 

ــازمان ١٩روز که این دوره چندلر 430دوره  ــود. دو س بطور منظم  BIHو دیگري بنام  IPMSبین المللی یکی بنام نامیده می ش

 BIHاز پنج ایستگاه واقع بر یک عرض جغرافیایی  IPMSحرکت را با استفاده از مشاهدات نجومی اندازه گیري می نمایند.  این

  از چهل ایستگاه که در نقاط مختلف دنیا تأسیس کرده اند این اندازه گیري ها را انجام می دهند.

یج این اندازه گیري ها و مشـاهدات، بعنوان مختصـات حقیقی محور دورانی منتشر می شود. مرجع و مبدأ این مختصات نقطه نتا

 Conventional) نامیده می شـــود و از ســـه حرف اول کلمات تشـــکیل دهنده جمله CIOاي اســـت که بطور اختصـــار (

International Origin است.  1900-1905یت محور دورانی زمین بین سال هاي تشکیل شده است. این نقطه متوسط موقع

  که بوسیله این دو سازمان تعیین شده نشان می دهد. 1969حرکت قطب ر در سال  2-1شکل 

  

  (حرکت قطبی) 2-1شکل     

                                                           
١٩ chandler  
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حدود چهل سـال قبل نامنظمی هایی در دوران زمین کشف شد البته این حرکات غیر منظم غیر از حرکت قطب است. مهمترین 

این حرکات نامنظم تغییرات فصلی است که خود آن ملول جزر و مد زمین می باشد و کم و بیش تکرار آن قابل ثبت است  عامل

متر نسـبت به نقطه اي که بطور یکنواخت دوران می کند در طول یک سـال می باشد(شکل  15و باعث ایجاد جابجایی تا حدود 

2-2.(  

ر دورانی زمین و مرکز دسـتگاه ترانزیت در گرینویچ) بعلت این تغییرات و نوسانات نصـف النهار گرینویچ (صـفحه گذرنده بر محو

فصلی بطور یکنواخت دوران نمی کند و براي رفع این اشکال یک نصف النهار صفر فرضی که بطور یکنواخت دوران کند بوسیله 

BIH صلی را ه اند اثرات حرکت قطبی و تغییرات فهر سـال تعریف می شـود. البته در تعیین این نصف النهار تاکنون فقط توانست

  یا نصف النهار متوسط نجومی گرینویچ نامیده می شود. ٢٠ دخالت دهند. این نصف النهار محل متوسط مشاهدات

  

   2-2شکل 

  (موقعیت نقطه اي که بطور یکنواخت روي محیط استوا حرکت می کند منهاي موقعیت واقعی آن نقطه روي محیط استوا)

  )Average and Instantaneous Terrestrial Systemsسیستم هاي زمینی متوسط و لحظه اي (      -٢-١-٢

 ) و مشخصات آن به شرح زیر است:2-3) سیستم مختصات ایده آل ژئودزي است (شکل .A.Tسیستم زمینی متوسط ( -

  مبدأ آن مرکز ثقل زمین است -الف

ولیه صــفحه اي اســت عمود بر قطب اولیه و گذرنده بر مرکز ثقل ، صــفحه ا CIOقطب اولیه در جهت و ســوي  -ب

  زمین (صفحه استواي متوسط) است.

صـفحه ثانویه صفحه اي است گذرنده بر قطب اولیه و نصف النهار متوسط گرینویچ ، محل برخورد این دو صفحه  -ج

  قطب اولیه یا محور اول است.

  سیستم دست راستی است. -د

                                                           
٢٠ Mean observatory 
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, نشــان می دهیم برحســب مختصــات کارتزین iR که با i یک نقطه اي مانندمی توان بردار وضـعیت  ,x y z  به شــکل زیر

  تعریف نمود:

)1-2 (                                                                                                                      

. .

i

A T

x

R y

z

 
   
  

  

  

  (سیستم هاي مختصات زمینی و ژئودتیک) 2-3شکل 

 ) با مشخصات زیر تعریف می شود:.I.Tسیستم زمینی لحظه اي ( -

  مرکز ثقل زمین استمبدأ  -الف

  دوران زمین است ٢١قطب اولیه بسوي محور حقیقی یا لحظه اي -ب

محور اول محل تقاطع صفحه اولیه و صفحه گذرنده بر محور حقیقی دوران و نصف النهار متوسط نجومی گرینویچ  -ج

  است.

  سیستم دست راستی است -د

د و مبدأ آنها مرکز ثقل زمین و قطب اولیه آنها محور دورانی مشـخصه اصلی این دو سیستم این است که آنها ژئوسنتریک هستن

  زمین است.

بوسیله ماتریس هاي دورانی، مختصات یک نقطه نسبت به سیستم مختصات زمینی لحظه اي را می توان به مختصات متوسط با 

  :)2-4(شکل استفاده از رابطه زیر تبدیل نمود

                                                           
٢١ nstantaneousi 
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)2-2(                                                                                    2 1

. . . .

( x ) R ( y )P P

A T I T

x x

y R y

z z

   
        
      

  

  

  (تبدیل از سیستم لحظه اي به سیستم متوسط زمینی) 2-4شکل 

x) فوق رابطه در , y )P P  از:بر حسب ثانیه کمانی و ماتریس هاي دورانی عبارتند  

  دوران در جهت حرکت عقربه هاي ساعت (منفی) حول محورx 1       ها

0 01

cos( y )( y ) sin( y )0

cos( y )0 sin( y )

PP P

PP

R

 
    
   

   

  دوران در جهت حرکت عقربه هاي ساعت (منفی) حول محورy 1    ها

sin( y )cos( y ) 0

( y ) 00 1

cos( y )sin( y ) 0

PP

P

PP

R

  
    
  

  

  محاسبه نمود:رابطه معکوس، یعنی تبدیل مختصات زمینی متوسط به لحظه اي را می توان با فرمول زیر 

1
2 1

I. . A. .

[ ( x )R ( y )]P P

T T

x x

y R y

z z



   
        
      

  

  و بعلت خاصیت تعامد ماتریس هاي دورانی عبارتند از:

1( ) ( ) ( )TR R R        

  بنابراین خواهیم داشت:

)3-2(                                                                                          1 2

I. . A. .

R (y ) (x )P P

T T

x x

y R y

z z

   
      
      
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  سیستم هاي ژئودتیک       -٢-١-٣

) بر حسب مختصات کارتزین سیستمی است که سه محور آن منطبق و یا به موازات محورهاي Gسـیسـتم مختصات ژئودتیک (

  ).2-3سیستم مختصات زمینی متوسط باشد(شکل 

در حالت تطابق سـیستم ها، سیستم مختصات ژئودتیک یک سیستم ژئوسنتریک و در حالت توازي سیستم ما یک سیستم نسبی 

  : datumخواهد بود. در حالت دوم ارتباط سیستم مختصات نسبی و سیستم مختصات متوسط بوسیله عوامل بردار انتقال 

0

0 0

0

x

r y

z

 
   
  


    

  معادلات برداري این رابطه بصورت زیر بیان می شود: تأمین می شود . بر حسب

                                                                                                                         0i iR r r 
  

    

ir که در این معادله


  نسبت به سیستم ژئودتیک است و بصورت برداري به شکل زیر نوشته می شود: iقطه بردار وضعیت ن 

0

0

0

i

G

x

r y

z

 
   
  


  

iR و


  نسبت به سیستم متوسط می باشد، بنابراین معادله فوق در فرم برداري بصورت زیر خواهد بود: iبردار وضعیت  

)4-2(                                                                                                        

0

0

0. .A T G

x x x

y y y

z z z

     
           
          

  

توضیح داده خواهد شد ولی قبل از آن لازم است در اینجا مروري  2-3جزئیات بیشـتر در مورد سیستم نسبی ژئودتیک در بخش 

  ت کارتزین و منحنی الخط شود.بر رابطه بین مختصا

 رابطه بین مختصات کارتزین و منحنی الخط     -2-2

در این بخش ابتدا مختصات کارتزین و منحنی الخط (عرض، طول و ارتفاع) یک نقطه واقع بر بیضوي مقایسه را شرح می دهیم 

)صات ژئودتیک و سـپس بردار وضـعیت بر حسـب عرض هاي مختلف تعیین شده و درآخر در مورد تبدیل از مخت , , h)   به

(x, y, z) .و بالعکس بحث خواهد شد  

  مختصات کارتزین و منحنی الخط یک نقطه روي بیضوي مقایسه       -1-2-2

قصرش اه از دوران یک بیضی حول محور کبیضـوي که در ژئودزي بعنوان سطح مقایسه بکار می رود یک بیضوي دورانی است 

  نشان داده می شود: ٢٢f و میزان مسطح بودن آن با a آمده باشد. قطر اطول این بیضی با ) پدید2-5(شکل 

                                                           
٢٢ flattening 
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)5-2(                                                                                                                            
a b

f
a


   

  این عوامل پارامترهاي مشخص بیضوي هستند.

دیگر پارامترهاي مفید براي مشــخص نمودن یک بیضــوي اولین و دومین خارج از مرکزیت هســتند که به ترتیب زیر تعریف می 

  شوند:

)6-2(                                                                                      
2 2

2

2

a b
e

a


 → اولین خارج از مرکزیت  

)7-2(                                                                                     
2 2

2

2

a b
e

b


 → دومین خارج از مرکزیت  

  

  (بیضوي مقایسه) 2-5شکل 

  تعیین مختصات نقاط واقع بر بیضوي مقایسه بکار می رود بطوریکه : یک سیستم مختصات کارتزین سیستمی است که براي

  مبدأ مختصات این سیستم مرکز بیضوي است -الف

) سیستم نصف قطر اقصر بیضوي بوده و صفحه اول عمود بر قطب اولیه است و صفحه استوا نامیده می zقطب اولیه (محور  -ب

  شود.

و سطح بیضوي را قطع نماید صفحه نصف النهار نامیده می شود. صفحه نصف  هر صفحه اي که شامل نصف قطر اقصر بوده -ج

) عبارت است از xالنهار مخصـوصی که بعنوان صفحه ثانویه انتخاب شده نصف النهار گرینویچ نامیده می شود. قطب دوم(محور 

  محل برخورد صفحه استوا و صفحه نصف النهار گرینویچ

درجه در خلاف  90ها طوري انتخاب می شـود که سـیستم مختصات دست راستی بوده و این محور در صفحه استوا yمحور  -د

  ها فاصله داشته باشد. xجهت حرکت عقربه هاي ساعت با محور 
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ــن بصــــورت :         ــزی ــارت ــتصــــات ک ــخ ــر حســــب م ــرداري) ب ــول ب ــرم ــیضــــوي(در ف ــن ب ــه ای ــادل ــع                                     م

)8-2(                                                                                                                          1T
Ex s x 

 
      

] در این فرمول ]Tx x y z


  )2-9(    و   

2

2

2

1
0 0

1
0 0

1
0 0

E

a

s
a

b

 
 
 
 
 
 
 
  

اســت و یا می توان فرمول بیضــوي را       

  بصورت زیر نوشت:

)10-2(                                                                                                               
2 2 2

2 2
1

x y z

a b


    

درجه بین صفحه استوا و قائم بر بیضوي در آن نقطه است و در صفحه  90صله زاویه اي کمتر از یک نقطه فا ٢٣عرض ژئودتیک

نصف النهار گذرنده بر آن نقطه اندازه گیري می شود. خط عمود بر سطح بیضوي در یک نقطه قائم بر بیضوي در آن نقطه نامیده 

نشـان داده می شود. زاویه بین خطوط واصل یک نقطه از بیضوي و مرکز  می شـود. عرضـی که بطریق فوق تعریف شـد با 

نشان داده می شود. عرض دیگري نیز که بیشتر بعنوان   آن نقطه نامیده شده و با ٢٤بیضی با صفحه استوا عرض ژئوسنتریک

  ).2-6(شکل  نشان داده می شود  و عرض تبدیل یافته نامیده می شود که با یک تسهیل ریاضی از آن استفاده می شود

  

  (عرض هاي مختلف) 2-6شکل 

                                                           
٢٣ Geodetic Latitude 
٢٤ Geocentric Latitude  
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یک نقطه بر بیضـوي، فاصله زاویه در جهت خلاف حرکت عقربه هاي ساعت بین صفحه نصف النهار گرینویچ ٢٥طول جغرافیایی

  ).2-5نشان می دهند(شکل   ست که باو نصف النهار گذرنده بر آن نقطه ا

  

  (خط مماس بر بیضی نصف النهار) 2-7شکل 

ارتفاع از بیضـوي یک نقطه عبارت اسـت از فاصله خطی بالاي بیضوي که در طول قائم بر بیضوي از آن نقطه اندازه گیري می 

  ).2-8شود(شکل 

  

  بیضوي مقایسه)(نقطه اي واقع در بالاي  2-8شکل 

  بردار وضعیت بر حسب عرض ژدودتیک       -٢-٢-٢

نسبت به یک سیستم که محور اول آن در صفحه نصف  Pروي سـطح بیضـوي در نظر می گیریم. مختصـات  Pنقطه اي مانند 

  نشان داده شده باشد بصورت زیر خواهد بود: x* و با Pالنهار نقطه 

                                                           
٢٥ Longitude 
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*

0

x

r

z

 
 

  
 
 


   

شیب  2-7نامیده می شود. از شکل  Pصـفحه مماس بر بیضوي در نقطه  Pو گذرنده بر  Pصـفحه عمود بر قائم بر بیضـوي در 

  صفحه مماس عبارت است از:

)12-2(                                                                                                
*

cos
tan(90 )

sin

dz

dx





      

  شیب را می توان همچنین از معادله بیضی نصف النهار هم به ترتیب زیر بدست آورد:

* 2 2

2 2

( )
1

x z

a b
                                                                                                                         (2-13)  

  و یا

)14-2                                                                                                       (2 * 2 2 2 2 2(x )b a z a b    

)15-2(                                                                                                                            2 * * 22 2 0b x dx a zdz   

)16-2(                                                                                                                        
2 *

* 2

dz b x

dx a z
    

  از دو  معادله شیب که در بالا ذکر شد خواهیم داشت:

)17-2(                                                                                                                        
2 *

2

cos

sin

b x

a z




   

2                                                                                                )2-18و یا  ( * 2.sin .cosb x a z    

  که بعد از مربع کردن معادله فوق بصورت زیر خواهد بود:

)19-2(                                                                                                4 * 2 2 4 2 2( ) .sin .cosb x a z   

  به شکل زیر نوشت: را می توان به فرم ماتریسی و 2-19و  2-14معادلات 

)20-2(                                                                          
4 2 4 2 * 2

2 22 2 2

0.sin .cos ( )b a x

a bb a z

      
     
    

  

  :معکوس ماتریس اول عبارت است از

2 4 2

2 2 2 2 2 2 2 4 2

.cos1

(a .cos b .sin ) .sin

a a

a b b b



  

 
 

  
   

  ... ناقص
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2

2

cos cos cos cos

cos sin cos sin

sin
sin

i

x

r y N h

z b

a

   

   




 
    
          
        
  


   

   و یا

)31-2(                                                                                           
2

2

(N H)cos cos

(N H)cos sin

( )sin

i

x

r y

z b
N h

a

 

 



 
  
      
     
  


  

r واضـح اسـت که بردار


مختصاتی که مبدأ آن مرکز بیضوي است در معادله فوق بردار وضـعیت نقطه اي را نسبت به سیستم  

مشخص می کند. اگر این بیضوي یک سیستم ژئودتیک نسبی را تعریف کند عموما مرکز آن منطبق بر مرکز ثقل زمین نخواهد 

. بود. براي تعیین بردار وضـعیت نقطه اي نسـبت به سـیسـتم .A T تم ژئودتیک در حالیکه بردار وضعیت آن نسبت به یک سیس

  نسبی درست است با استفاده از رابطه زیر خواهیم داشت:

0

. . 0

0

( ) ( )i A T i G

x

r y r

z

 
   
  

 
   

)32-2(                                                                       
0

. . 0

2
0

2

(N H)cos cos

( ) (N H) cos sin

( )sin

i A T

x x

r y y

z z b
N h

a

 

 



 
    
           
         
  


  

) این معادله فرمول عمومی تبدیل از مختصات ژئودتیک نسبی , h, )  به مختصات زمینی متوسط (x, y, z) را در حالیکه   

,a b 0 و عوامل انتقال 0 0, ,x y z .در دست باشند بیان می کند  

  تبدیل از مختصات کارتزین زمینی متوسط به مختصات ژئودتیک:      -3-2-2

,x) اسـت یعنی حالتی که در آن مختصـات زمینی متوسط 2-32مهم تبدیل معکوس معادله  یک تبدیل بسـیار y, z)  و عوامل

0  انتقال 0 0( , , )x y z و اندازه بیضوي (a, b) داده شده اند و می خواهیم مختصات ژئودتیک نسبی ( , h, ) .را تعیین کنیم  

  داریم: 2-32ابتدا مبدأ مختصات را از مرکز ثقل زمین به مرکز بیضوي انتقال می دهیم. از معادله 

)33-2(                                                                                                         
0

0

0. .G A T

x x x

y y y

z z z

     
           
          
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  ا می توان مستقیما از فرمول زیر حساب نمود:طول ژئودتیک ر

)34-2(                                                                                                                           1tan
y

x
    

  داریم: 2-22، از معادله   تابعی است از N یرامحاسبه عرض ژئودتیک و ارتفاع مشکل تر از طول ژئودتیک است. ز

)35-2(                                                                                                     
12

2 2 2
2

(cos sin )

a
N

b

a
 





   

, براي محاسبه h  را به ترتیب انجام می دهیم:محاسبات زیر  

)36-2(                                                                                                                             
2

2

2
1

b
e

a
    

)37-2(                                                                                                                    
1

2 2 2(x y )P    

  و یا

)38-2(                                                                                                                       
cos

P
h N


   

  داریم: 2-21همچنین از معادله 

2 2 2
2

2 2
z ( )sin (N N h)sin (N h e N)sin

b a b
N h

a a
  


         

  بنابراین:

)39-2(                                                                         
2 2(N h e N)sin e N

tan .(1 )
(N h)cos N h

z

P






 
  

 
   

تکرار و دیگري بطور مستقیم. براي محاسبه بطریق را از دو راه محاسبه کرد. یکی از طریق   با استفاده از این فرمول می توان

  استفاده می شود: 2-19تکرار از فرمول 

2
1 1e N

tan [( )(1 ) ]
N h

z

P
   


  

  براي شروع تکرار در  کامپیوتر مقادیر اولیه را به ترتیب زیر معرفی می نماییم:

0

1 1
2 2 2 2 2

0

2
1 1

(x y z ) (ab)

e N
tan [( )(1 ) ]

N h

N a

h

z

P
  



   

 


   

  شماره تکرار است استفاده می کنیم: i و براي تکرار هاي بعدي از فرمول زیر که در آن
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12
2 2 2

1 12

1

2
1 1

(cos sin )

cos

e N
tan [( )(1 ) ]

N h

i

i i

i i

i

i
i

i i

a
N

b

a

P
h N

z

P

 





 



 





 

 


  

  این تکرارها تا رسیدن به حد دقتی که بستگی به کامپیوتر دارد ادامه می یابد یعنی تا حدي که:

1

1

( ) a

( )

i i

i i

h h 

  




 

 
   

 حذف نمود و 2-38را با استفاده از معادله  hمی توانیم  2-39با مراجعه به معادله 
z

p
  را تعیین کنیم: 

2 cos
tan (1 )

z e N

p P


   

                                                                                                          و یا
2tan sinP z e N    

  در معادله بالا خواهیم داشت: 2-35از معادله  N است. با جایگزین کردن  در این معادله تنها مجهول

2

12
2 2 2

2

. sin
tan

(cos sin )

a e
P z

b

a




 

 



  

  داریم: cos که پس از تقسیم صورت و مخرج کسر فوق بر

2

12
2 2 2

2

. sin
tan

(cos sin )

a e
P z

b

a




 

 



  

                                                                          و یا
1

2 2 22( tan )(1 (1 e ) tan ) tanP z ae       

                                                   و یا

1
2 2 2 2 4 22

2 4 3 2 2

2

( tan 2 tan )(1 (1 e ) tan ) tan

2 tan
tan 2 tan ( z ) tan ? 0

1

P Pz z a e

Pz
P Pz

e

   


   

    

    


  

                                                                                                                    که در آن:
2 2 4

2(1 e )

P a e






   

 که تمام ضـرائب آن معلوم هستند. برنامه اي که براي این روش تعیین tan برحسـب  4این رابطه معادله اي اسـت از درجه 

  از نظر زمانی نسبت به روش تکراري سریع تر عمل نموده است. %25کامپیوتر نوشته شده با استفاده از  
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 ٢٦سطوح مختصات ژئودتیک        -٢-٣

  براي تعیین فرم زمین می توان دو نوع طبقه بندي در نظر گرفت: 

 شکل طبیعی زمین  -1

 شکل هندسی نزدیک به فرم واقعی زمین -2

فرم طبیعی یا توپوگرافیک زمین با انضـمام سطح اقیانوس ها و دیگري سطح شـکل طبیعی زمین خود بر دو نوع اسـت: یکی به 

). در مورد شکل هندسی نزدیک به فرم زمین و یا 2-9هم پتانسیل که منطبق است بر سطح ایده آل اقیانوس ها (ژئوئید) (شکل 

  مت لازم است.قسمتی از آن است توضیح بیشتري در این قس 2فرم غیر طبیعی زمین که موضوع درس ژئودزي 

  

  (مقطع نصف النهاري زمین) 2-9شکل 

موسـوم است (براي مثال اندازه  ٢٧اندازه گیري هایی که لازم اسـت  براي تعیین این فرم انجام گیرد به اندازه گیري هاي کنترل

س   کنترل نامیده می شــود. پگیري طول ها، زوایا و تراز یابی دقیق) و نقاطی که این اندازه گیري روي آنها انجام می گیرند نقاط 

بکار می روند. ٢٨از انجام این مشاهدات، آنها را براي تعیین روابط هندسی موجود بین نقاط کنترل در محاسباتی بنام تعدیل شبکه

. نامیده می شوند٢٩نقاط دیگري که به شـبکه نقاط کنترل بوسیله اندازه گیري ها و محاسبات بیشتر اتصال دارند نقاط تکثیر یافته

  از طریق کلاسیک، اندازه گیري هاي قائم و شبکه ها و محاسبات مربوط به آنها بطور جداگانه از اندازه گیري هاي افقی و شبکه

                                                           
٢٦ Geodetic Datum's 
٢٧ Control measurement 
٢٨٢٨ Network adjustment 
٢٩ densified 
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که در سال هاي اخیر بکار برده می شود می توان تمام اندازه گیري ٣٠ها و محاسـبات آنها انجام می گیرد لکن از روش سه بعدي

  ا یکی انجام داد.ها و محاسبات قائم و افقی ر

قائم که همان ژئوئید  datumدر روش کلاسـیک اندازه گیري هاي قائم و شبکه هاي مربوطه نسبت به یک سطح مختصات یا 

اســت انجام می شــود ولی براي اندازه گیري هاي افقی و شــبکه هاي آن ســطح ســومی بجاي دو ســطح طبیعی که ابتداي این 

. این سـطح یک فرم غیر طبیعی (یعنی صـرفا ریاضـی) زمین است و همان بیضوي قسـمت تعریف شـد در نظر گرفته می شـود

دورانی می باشــد که در قســمت هاي قبل راجع به آن بحث شــد. دلیل اینکه یک شــکل ریاضــی نظیر بیضــوي بعنوان ســطح 

  در نظر می گیریم، سهولت محاسبات لازم براي تعدیل شبکه ها و تکثیر نقاط است. ٣١ مختصات افقی

ح است که به علت عدم تطابق سطح مختصات افقی با ژئوئید لازم است تصحیحاتی به محاسبات اعمال شود ولی می توان واضـ

بیضـوي را طوري انتخاب نمود که به اندازه کافی به ژئوئید نزدیک باشد یعنی تا حدي که این تصحیحات را خطی فرض نمود و 

ایی ) اختلاف یا جد      براي بیضـوي اي که به خوبی انتخاب شـده باشد (شکل یا در صـورت امکان بتوان آنها را نادیده گرفت.

 5در هر نقطه اي کمتر از  )٣٢متر و اختلاف بین قائم هاي بر بیضوي و ژئوئید (انحراف قائم 100بین آن و ژئوئید همواره کمتر از 

ــیار ندرتا از  ــات جدید باید مراحل مختلفی از  دقیقه تجاوز خواهد کرد. براي معرفی 1ثانیه خواهد بود و بس ــوي مختص یک بیض

عملیات و محاسـبات را انجام داد که در قسـمت هاي بعدي در مورد آنها بحث خواهد شد ولی در اینجا لازم است گفته شود که 

ه، اندازه کشـبکه کنترل افقی (یعنی مختصات نقاط شبکه) باید به این بیضوي نسبت داده شود بنابراین قبل از آغاز محاسبات شب

  گیري هاي نقاط کنترل باید تبدیل به سطح این بیضوي گردد.

  )datum position parametersپارامترهاي مشخص کننده وضعیت سطح مختصات (       -1-3-2

براي ایجاد یک بیضـوي بعنوان یک سـطح مختصـات بایسـتی شکل و اندازه آن را تعیین نمود(معمولا این کار با در نظر گرفتن 

ادیري براي نصف قطر اطول و فشردگی بیضوي انجام می گیرد) و همچنین باید وضعیت این بیضوي نسبت به زمین مشخص مق

شـود. یک بیضـوي که به خوبی تعیین شـده باشد داراي این مشخصه است که با تقریب کافی به سطح ژئوئید در منطقه اي که 

ري جهت تعیین وضـــعیت بیضـــوي نســـبت می دهیم ی که به آنها مقادیود. پارامترهایشـــبکه در آن قرار دارد نزدیک خواهد ب

  پارامترهاي وضعیت سطح مختصات گوییم.

در فضاي سه بعدي هر شکلی داراي شش درجه آزادي است. یعنی شش راه وجود دارد که این شکل (در حالتی که ما با آن سر و 

ماید دزي زمین شکل ثابت است) موقعیتش می تواند تغییر نکار داریم این شـکل بیضوي است) نسبت به یک شکل ثابت (در ژئو

  بایستی معین شوند. datumبنابراین شش پارامتر در تعیین وضعیت یک 

راه دیگر بررسـی این مسـئله این اسـت که دو سیستم سه بعدي کارتزین که یکی به زمین و دیگري به بیضوي مربوط باشند در 

ســتم عموما منطبق نیســتند و محورهاي مختصــات آنها نیز به موازات هم نخواهند بود نظر گرفته شــوند. مبدأ هاي این دو ســی

بنابراین براي تبدیل یک سـیستم به سیستم دیگر بایستی محل یک مبدأ نسبت به مبدأ دیگر و وضعیت یک دسته از محورهاي 

شوند.  امتر می شوند باید تعیینمختصـات نسبت به دسته دیگر مشخص گردد یعنی سه مختصات و سه دوران که جمعا شش پار

این شـش پارامتر همان شش درجه آزادي هستند که در بالا به آنها اشاره شد و مقادیري که براي آنها تعیین می شوند مشخص 

  می نامیم. datumکننده وضعیت بیضوي نسبت به زمین هستند که آنها را پارامترهاي مشخص کننده وضعیت 

                                                           
٣٠ Three dimensional 
٣١ Horizontal datum 
٣٢ Deflection of vertical 
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هشـت پارامتر بایستی تعیین شوند که دو تا از آنها مربوط  datumتوان گفت براي تعیین کامل یک با توجه به مطالب فوق می 

به شـکل و اندازه بیضـوي اسـت (نصـف قطر اطول و فشـردگی) و شش پارامتر دیگر مربوط به موقعیت آن نسبت به زمین می 

  .باشند

ع اول این اسـت که مبدأ هاي دو ســیســتم مختصات وجود دارد: نو datumعملا دو نوع پارامترهاي مشـخص کننده وضـعیت 

مربوط به بیضوي و زمین را در همسایگی و نزدیکی مرکز زمین در نظر بگیریم و نوع دیگر این است که مبدأ هاي دو سیستم را 

  می نامند.٣٣در نقطه اي نزدیک به سطح زمین فرض نماییم که این نقطه را نقطه اولیه بیضوي

 A.T.است که به اختصار آن را با  ٣٤اول(ژئوسـنتریک) سـیستم مختصات مربوط به زمین همان سیستم زمینی متوسطدر حالت 

راجع به آن بحث شـد و سـیسـتم مختصـات مربوط به بیضوي سیستم مختصات ژئودتیک  2-1-2نشـان می دادیم و در بخش 

ــتثنا که در اینجا عموما فرض می کنیم که 2-31فرمول  ــت با این اس ــات ژئودتیک و اس باهم موازي  .A.T محورهاي مختص

عبارتند از مختصـات مبدأ مختصـات سیستم ژئودتیک  DATUMنیسـتند. در این حالت پارامترهاي مشـخص کننده وضـعیت 

ــتم ــیس ــبت به س 0 که با .A.T نس 0 0, ,x y z  ــوند (به معادله ــان داده می ش ــه زاویه دوران مثلا 2-32نش ــود) و س  رجوع ش

1 2 3( , , )    که معرف زوایاي بین دو دسـته محورهاي مختصـات دو سـیسـتم هستند. البته بسیار مطلوب است اگر وضعیت

بیضـوي طوري تعیین شود که این زوایا بسیار کوچک باشند مخصوصا اگر محورهاي تقارن که در بیضوي قطر اطول و در زمین 

  باشند. محور دورانی متوسط آن است موازي

در حالت دوم (توپوسـنتریک) سـیسـتم مختصات مربوط به زمین ، یک سیستم نجومی محلی در نقطه اولیه و سیستم مربوط به 

  توضیح داده خواهد شد). 2-4بیضوي یک سیستم ژئودتیک محلی در همان خواهند بود (در مورد این دو سیستم در بخش 

در مورد مفهوم هندسـی همسـایگی یک نقطه واقع بر روي سطح زمین توضیح قبل از ادامه این مطلب لازم اسـت نکات مهمی 

نمایانگر یک صفحه نصف النهار ژئودزي در چنین نقطه اي است که البته به منظور تفهیم بهتر مسئله، در  2-10داده شود. شکل 

از آنچه که در عمل با آن مواجه می شویم نمایش مورد اندازه ي زوایا افراط شده به این معنا که اندازه زوایا و انحناء بسیار بزرگتر 

   داده شده اند. این شکل نشان دهنده مقاطع بیضوي، ژئوئید، زمین و تعدادي سطوح هم پتانسیل مربوط به ژئوئید می باشد.

  

  

  

  

  

  

  (توجیه بیضوي نسبت به ژئوئید) 2-10شکل 

  

                                                           
٣٣ Initial point of the datum 
٣٤ Average terrestrial 
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قطع می کند. متناظر با این قائم ســه قائم طبیعی  Tو  P،ژئوئید و زمین را به ترتیب در  Q قائم بر بیضــوي در نقطه اي مانند

  (طبیعی به این معنا که این قائم ها بستگی به فیزیک دارند) نیز بصورت زیر تعریف می شوند:

 ٣٥ Tقائم بر سطح هم پتانسیل گذرنده بر نقطه  -١

 ٣٦ Pقائم بر سطح ژئوئید در نقطه  -٢

عمود است که بعلت عدم توازي سطوح هم  Tخط شـاقولی که تمام سـطوح هم پتانسیل واقع بین سطح ژئوئید و نقطه  -٣

 .٣٧پتانسیل این خط مستقیم نیست

هیچ یک از این سه قائم در صفحه نصف النهار ژئودتیک واقع نیستند و در این شکل تصاویر آنها در این صفحه نمایش دده شده 

  ي خط شاقولی صرف نظر کنیم این خط منطبق بر قائم اول و به موازات قائم دوم خواهد شد.است. اگر از انحنا

. زاویه بین این خط قائم  .A.T صفحه نصف النهار نجومی، صفحه اي است گذرنده بر یکی از قائم ها و خطی به موازات سیستم

) را متمّم عرض نجومی .A.T هاي سـیسـتمzو خط موازي با محور  ) می نامند و مساوي است با  ٣٨نقطه( )
2


زاویه . 

نشان می دهیم. زاویه   نامیده شده و آن را با٣٩بین صـفحه نصـف النهار نجومی و صـفحه نصف النهار گرینویچ طول نجومی

در صــفحه نصــف النهار   نامیده می شــود که می توان آن را به دو مؤلفه٤٠قائمبین قائم بر بیضــوي و قائم بر ژئوئید انحراف 

در صــفحه قائم اصــلی ژئودتیک تجزیه نمود (صــفحه قائم اصــلی ژئودتیک صــفحه اي اســت گذرنده بر قائم بر   ژئودتیک و

  ودتیک). بیضوي و عمود بر صفحه نصف النهار ژئ

  

بنابراین با زاویه دو قائم طبیعی، دو دسـته مقادیر براي طول و عرض و مؤلفه هاي انحراف قائم خواهیم داشت و چنانچه انحناي 

  خط شاقولی نادیده فرض شود مقادیر این دو دسته با هم برابر خواهند بود.

1 باشند یعنی A.T. رهاياگر بیضـوي طوري تعیین شود که محورهاي ژئوسنتریک آن به موازات محو 2 3 0w w w    ،

  : خواهیم داشت

 )40-2(                                                                                                                                                          

                                                           
٣٥ Surface gravity vertical 
٣٦ Geoid gravity vertical 
٣٧ Plumb line 
٣٨ latitude-Astronomic co 
٣٩ longitudeAstronomic  
٤٠ Deflection of vertical  
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)41-2(                                                                                                                                        ( ) cos      

) که , )  مختصات ژئودتیک مشترك نقاط , ,Q P T .است  

نشان داده  N*ارتفاع ژئوئید است و با  (QP) بین سـطوح بیضـوي و ژئوئید اندازه گیري شده در طول قائم بر بیضويفاصـله 

نشان داده  h است و با ارتفاع بیضوي (QT) می شـود. فاصـله بین بیضوي و زمین، اندازه گیري شده در طول قائم بر بیضوي

P می شــود. فاصــله بین ژئوئید و زمین، اندازه گیري شــده در طول خط شــاقولی T ارتفاع ارتومتریک نامیده می شــود و با H 

  معرفی می شود. اگر از انحناي خط شاقولی صرف نظر شود خواهیم داشت:

)42-2(                                                                                                                           *h N H     

قرار دارد و قائم بر  T و صــفحه گذرنده بر نقطه اي دیگر که به فاصــله اي از T زاویه بین صــفحه نصــف النهار ژئودتیک نقطه

) ، آزیموت ژئودتیک (QPT)بیضــوي  ) آن نقطه نســبت به نقطه ,Q P و یا T  اســت. زاویه بین صــفحه نصــف النهار

بسته به  T یا P است نسبت به نقاط A)( نجومیآزیموت  Tنجومی و صـفحه گذرنده بر این نقطه و قائم طبیعی متناظر نقطه 

اینکه کدامیک از دو قائم طبیعی بکار برده شـده باشد. بعلت کوچک بودن زاویه انحراف قائم براي تمام نقاط اختلاف دو آزیموت 

A     )2-43(   نجومی و ژئودتیک:        زاویه ین صفحات نصف النهار  تقریبا مقداري است ثابت و مساوي است با

  ژئودتیک و نجومی.

در حالت توپوسـنتریک، طبیعی اســت که تصور کنیم مبدأ سیستم  datumباز می گردیم به بحث در مورد پارامترهاي وضـعیت 

یعنی روي بیضوي واقع باشد یعنی اینکه بیضوي از نقطه اولیه که نقطه اي  datumژئودتیک محلی در نقطه اولیه بر روي سطح 

واقع بر یا بالاي زمین اســـت بگذرد. در روش معلومی ژئودزي (دو بعدي) ارتفاع ارتومتریک فقط براي تبدیل مقادیر ســـطح به 

ه اولیه ستم نجومی محلی در نقطژئوئید داخل محاسـبات شـبکه هاي افقی می شود. بنابراین طبیعی است که مبدأ مختصات سی

واقع بر ژئوئید باشد و چنانچه کمیت هاي مربوط به نقطه اولیه را با اندیس صفر نشان دهیم می توانیم بگوییم که در اینجا جهت 

* عبارتند از: مختصات ژئودتیک مبدأ سیستم نجومی محلی datumشش پارامتر وضعیت 
0 0 0( , , N )   دوران لازم و سه زاویه

0 براي تعیین تبدیل بین سیستم هاي محلی ژئودتیک و نجومی یعنی 0 0( , , )   .  

 datumایجاد یک       -2-3-2

0 را بـا نســـبـت دادن مقادیري به هشـــت پارامتر datumدیـدیم کـه می توان یـک  0 0 1 2 3(a,b, x , y ,z , w , w , w یا   (
*

0 0 0 0 0 0(a, b, , , N , , , )      ــبت دادن مقادیري اختیاري عموما رضــایت بخش نبوده و  datumتعریف نمود لیکن نس

تعریف شـده بوسیله این طرز اختیاري مفید نخواهد بود و حتما باید آن را طبق شرایطی تعیین و تعریف نمود. یکی از این شرایط 

مربوط به آن است به ژئوئید با تقریب کاي نزدیک باشد  datumبا تقریب کافی در منطقه شبکه اي که  datumاین اسـت که 

به حدي که بتوان آنها را یکســان فرض نمود و دیگر اینکه محورهاي مختصــات ژئوســنتریک ســیســتم مختصــات ژئودتیک با 

 موازي و یا نزدیک به حالت توازي مخصوصا در مورد محورهاي تقارن باشند. مرحله اي که .A.T محورهاي مختصـات سـیستم

  نامیده می شود.  datumدرآن مقادیري با توجه به شرایط فوق براي هشت پارامتر تعیین می شود مرحله ایجاد یک 

* همواره نسـبت دادن مقادیري به مجموعه توپوسنتریک یعنی datum در ایجاد یک
0 0 0 0 0 0(a, b, , , N , , , )      مطرح

0اســت تا به مجموعه ژئوســنتریک یعنی 0 0 1 2 3(a,b, x , y ,z , w , w , w ، زیرا پارامترهاي مجموعه توپوســنتریک مســتقیما  (

  بکــار رونــد. می بینیم مقــادیر datumمربوط انــد بــه انــدازه گیري هــاي ژئودزي و نجومی کــه بــایــد در تعیین و ایجــاد 
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*
0 0 0 0 0 0(a, b, , , N , , , )     باید به روشـی تعیین شـوند که 

*(N , , )   در نقاط دیگري از شبکه بجز نقطه اولیه نیز

  ژئوســـنتریک اســـت datumبا ژئوئید حفظ شـــود و یا چنانچه هدف ایجاد یک  datumمقـادیر زیـادي نبـاشـــند تا تقارب 

1 2 3 0w w w    باشـد تا دو دسـته محورهاي مختصات که قبلا در این مورد ذکر شد باهم موازي باشند. واضح است که

 ژئوســنتریک بکار می روند شــبکه هاي جهانی هســتند و لازم اســت که در این موارد datumبکه هایی که براي ایجاد یک شــ

0 0 0x y z 0    باشدdatum  هاي ژئوسنتریکdatum .هاي محلی نامیده می شوند  

  ود:می توان با قرار نمودن شرط زیر صرف نظر نم datumاز مسئله تقارب ژئوئید و 

*
0 0 0N 0     

 البته باید توجه داشـت که توأم با این شـرایط حتما بایسـتی شرط مینیمم بودن
*(N , , )   در سایر نقاط نیز برقرار باشد و اگر

  چنین نباشد مقادیر فوق را نباید برابر با صفر فرض کرد.

* به دو طریق امکان دارد، بدین معنی که مقادیر datumایجـاد یک 
0 0 0(a, b, N , , )  را باید به طریقی انتخاب نمود که یا 

( , )  و یا 
*(N   در سرتاسر شبکه مینیمم شود یعنی اینکه یکی از دو شرط زیر برقرار باشد: (

2 2min ( )
f

s

ds   

2

,
min (N )

a f
s

ds  

 باید دانسـت که مقادیر
*(N , , )   هنگامی در سرتاسر شبکه در دست خواهند بود که قبلا یک شبکه تعدیل شده موجود باشد

 datumجدید از یک  datumاست یعنی همیشه براي ایجاد یک  datumو این نکته نشـان دهنده طبیعت تکراري و ترمیمی 

در یک زمان بطوریکه بهترین و نزدیکترین  datumموجود اســـتفـاده نموده و آن را ترمیم می نمـایند بعبارت دیگر ایجاد یک 

ــد.  ــته باش موجود  datumتنها با ترمیم یک » best fitting ellipsoid«تقارب را با ژئوئید با توجه به امکانات آن زمان داش

  امکان دارد.

روش کلاسـیک براي اطمینان به موازي بودن محورهاي تقارن، تحمیل شرط آزیموت لا پلاس در نقطه اولیه است یعنی نسبت 

  بطوریکه شرط زیر برقرار شود: 0دادن مقداري به 

)44-2(                                                                                                      0 0 0 0 0tanA       

آزیموت نجومی مشاهده شده است. اعمال این شرط سبب موازي بودن (داراي یک صفحه قائم بودن) دو صفحه  0A که در آن

د که هر دو محور تقارن در یک صــفحه نصــف النهاري نجومی و ژئودتیک در نقطه اولیه خواهد بود و همچنین باعث خواهد شــ

نصـف النهاري واقع شـوند. البته برقراري این شرط باعث این نخواهد شد که دو محور در این صفحه نصف النهاري لزوما بر هم 

منطبق شـوند و براي ایجاد چنین حالتی بایسـتی شـرط لا پلاس را در مورد نصـف نقاط متعدد برقرار نمود یعنی نصف النهارات 

ودتیک و نجومی را در نقاط متعدد به حالت توازي در آورد. در اصـل اعمال و تحمیل شـرط لا پلاس به مشاهدات بیشتر سبب ژئ

خواهد شـد تا موازي شدن قطر اقصر آن با محور دورانی زمین. باید توجه نمود که اعمال شرط  datumتصـحیح جابجایی هاي 

را  datumتعدیل شده اي است که این نکته مجددا طبیعت تکراري و ترمیمی لا پلاس در سـرتاسر شبکه منوط به وجود شبکه 

  نشان می دهد.
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  datumتبدیلات       -3-3-2

 datumمسئله اي که در ژئودزي غالبا مطرح می شود این است که با داشتن مختصات منحنی الخط یک ایستگاه نسبت به یک 

  دیگري خواسته می شود. datumمختصات منحنی الخط آن نسبت به 

  دیگر دو نکته زیر را باید در نظر داشت: datumبه  datumدر تبدیل مختصات از یک 

  محل مراکز هندسی هر یک از دو بیضوي نسبت به مرکز ثقل و یا نسبت به یکدیگر باید معلوم باشد. -الف

  اختلاف در شکل و اندازه بین آن دو بایستی مشخص باشد. -ب

  است. .A.Tر این است که محورهاي دو بیضوي به موازات محورهاي سیستم معمولا فرض ب

1 دو بیضـــوي بـا شـــکـل و انـدازه هـاي 1 2 2(a ,b ),(a ,b 1 را در نظر می گیریم (می توان ( 1 2 2(a ,f ), (a ,f  که در آنها (

a b
f

a


 1 اســت را بجاي 1 2 2(a ,b ),(a ,b بعنوان پارامترهاي معرف شــکل و اندازه در نظر گرفت) همچنین فرض می  (

  کنیم محل مراکز هندسی دو بیضوي نسبت به مرکز ثقل زمین با بردار هاي زیر تعریف شوند:

0

0 1 0

0 1

(r )

x

y

z

 
   
  


و   

0

0 2 0

0 2

(r )

x

y

z

 
   
  


  

1، فرض می کنیم مختصـات نقطه اي نسـبت به اولین بیضـوي 1 1( , , h )   باشـد ولی می خواهیم مختصـات آن را نسبت به

2دومین بیضوي که آن را  2 2( , ,h )  .می نامیم تعیین کنیم  

1 این نقطه را برحسب A.T.می توانیم مختصات  2-32با مراجعه به معادله  1 1( , , h )  :بصورت زیر بنویسیم  

)45-2(                                                                         

0 1 1 1 1

0 1 1 1 1

2
0 1. . 1

1 1 12
1

(N H )cos cos

(N H )cos sin

( )sinA T

x x

y y

z z b
N h

a

 

 



 
      

            
        

  

  

2 این نقطه بر حسب A.T.همچنین مختصات  2 2( , ,h )  :را می توان بصورت زیر نوشت  

)46-2(                                                                         
0 2 2 2 2

0 2 2 2 2

2
0 2. . 2

2 2 22
2

(N H )cos cos

(N H )cos sin

( )sinA T

x x

y y

z z b
N h

a

 

 



 
      

            
        

  
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نقطه ندارد بنابراین با توجه به مساوي بودن طرف اول این معادلات  .A.Tتاثیري در مختصـات  datumباید دانسـت که تغییر 

2 می توان طرف هاي دوم آنها را مســاوي قرار داد که در اینصــورت ســه معادله با ســه مجهول 2 2( , ,h )   را برحســب

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2(a ,b ,a ,b , N , N , , , , , h ,h )    .که معلومات مسئله هستند بدست خواهند آمد  

2 دو روش براي تعیین 2 2( , ,h )   وجود دارد. اولین روش آن است که مطابق آنچه که در بالا گفته شد مختصات.A.T  نقطه

1 بر حســـب 2-45را از معـادلـه  1 1( , , h ,...)   و معکوس نمودن این معادله، 2-46و بـا بکـار بردن آن در معـادله  یـافتـه 

2 2 2( , ,h )   ذکر گردید بدست می آورند. 2-2-6را با بکار بردن روس تکراري که در  

روش دوم کــه بــه روش دیفرانســـیــل موســـوم اســــت وقتی بکــار می رود کــه پــارامترهــاي اختلاف بین دو بیضـــوي 

0 0 0( , , , , )a f x y z       به حدي کوچک باشـند که بتوان تقریبات خطی سري تیلور را بکار برد. براي انجام این روش

(صـفر بودن مشتق آن)، مشتق کلی گرفت و سپس اختلاف بین دو  .A.Tبا توجه به ثابت بودن مختصـات  2-32باید از معادله 

  قادیر دیفرانسیلی) را مساوي با اختلاف بین دو بیضوي قرار داد.نوع مختصات نقطه نسبت به دو بیضوي مختلف (م

  مطالب فوق را از نظر فرمولی بصورت زیر می توان بیان نمود:

2 1

2 1

2 1h h h

  

  



     
           
          

   

  : یعنی 2-35و با در نظر گرفتن معادله  2-32که پس از مشتق گیري از معادله 

1 12
2 2 2 2 22 2

2
(cos sin ) (cos (1 f) sin )

a a
N

b

a
   

 

  

   

  دیفرانسیلی زیر بدست خواهند آمد:روابط 

)47-2(                                                                                              
0

0

0

0

x
a

y J B
f

z h

 


 


 

   
          
       

   

J, که ماتریس هاي B :عبارتند از  

)48-2(                                             

(M h)sin cos (N h)cos sin cos cos

(M h)sin sin (N h)cos cos cos sin

(M h)cos 0 sin

J

     

     

 

    
     
  

   

)49-2(                                                       

2

2

2 2

cos cos sin cos cos
1

cos sin sin cos sin
1

(1 f) sin ( sin 2 )sin
1

N M
a f

N MB
a f

N M N
a f

    

    

  

 
 
 

   
  

  
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  :که در آن 

 )50-2                                                                                           (
2

3
2 2 2 2

(1 f)

(cos (1 f) sin )

a
M

 




 

      

  و پس از حل معادله خواهیم داشت:

)51-2(                                                                                             
0

1
0

0

x
a

J y B
f

h z

 


 


 



    
           
         

  

  که در آن:

)52-2(                                                          1

sin sin cos
sin cos (M h)

(M h) (M h)

sin cos
0

(N h)cos (N h)cos

cos cos cos sin sin

J

  
 

 

 

    



 
   
 

 
   
 
 
 
 

   

باید توجه داشـت که بعلت نزدیکی دو بیضـوي یا بعبارت دیگر به سبب کوچکی مقادیر اختلافات می توان ماتریس هاي فوق را 

 ن ازحاسبات این ماتریس ها، می توانسـبت به دو سـیستم مختصات بطور دلخواه محاسبه نمود. بعلاوه براي سهولت بیشتر در م

f,0 تقارب کروي اسـتفاده نمود یعنی N M N h M h a        مثالی است راجع به محاسبات  2-1. جدول

اروپا نشان  datumرا نسبت به  ).N.A.D(آمریکاي شمالی  datumها و تبدیل مختصات نقطه اي نسبت به  datumتبدیل 

اروپاست. هر دو روش تکراري  datumجدید،  datum و منظور از ).N.A.D(قدیم  datumمی دهد. در این جدول منظور از 

ـــبـات بکـار رفته اند و اختلاف بین نتایج حدود  و متر در طول  3/0متر در عرض جغرافیایی و  4/0دیفرانســـیلی در این محـاس

  متر در ارتفاع است. 2/0جغرافیایی و 
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  (مثال راجع به تبدیل دو دیتوم) 2-1جدول 

  

  زمینی توپوسنتریکسیستم هاي       -1-4-2

  در مقدمه توضیح داده شد که سیستم هاي توپوسنتریک ، سیستم هایی هستند که به شرح زیر تعریف می شوند:

  مبدأ آنها نقطه اي است نزدیک سطح زمین -الف

  صفحه اولیه ، صفحه مماس بر زمین است در نقطه مبدأ -ب

  محور اول نقطه شمال است -ج

  سیستم دست چپی است -د
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نیاز » نسطح زمی«شخصه آخر واضح و بدون ابهام هستند ولی مشخصات اول و دوم بعلت قابل تعبیر و تفسیر بودن عبارت دو م

به توضـیح دارند زیرا این عبارت می تواند سـه تعبیر داشـته باشـد: یکی سطح فیزیکی زمین، دیگري سطح هم پتانسیل زمین و 

ه ک یا واقعی زمین واضح است که نمی توان سیستم مختصاتی را تعریف نمودسوم، سطح بیضوي مقایسه. در مورد سطح فیزیکی 

یکی از عوامل آن صـفحه مماس بر چنین سـطحی باشـد بنابراین عملا دو نوع سیستم مختصات توپوسنتریک وجود دارد: یکی 

م م می گیرد و سیستسـیسـتمی که قطب اولیه آن قائم بر سـطح هم پتانسـیل اسـت در نقطه اي که مشاهدات بر روي آن انجا

نجومی محلی نامیده می شـود و دیگري سـیسـتمی که قطب اولیه آن قائم بر بیضـوي گذرنده بر ایسـتگاه مشاهدات است و به 

  سیستم محلی ژئودتیک موسوم است.

  سیستم مختصات نجومی محلی       -2-4-2

  شخصات زیر می باشد:نشان داده می شود داراي م ).L.A(یک سیستم نجومی محلی که اختصاراً با 

  مبدأ آن ایستگاه مشاهدات می باشد -الف

) قائم بر سـطح هم پتانسـیل در ایسـتگاه مشاهدات و صفحه اولیه گذرنده بر نقطه مبدأ و عمود بر قائم zقطب اولیه (محور  -ب

  مزبور است.

و ایستگاه مشاهدات می باشد و شمال نجومی  .A.T)، محل تلاقی صفحه اولیه و صفحه گذرنده بر قطب xمحور اول(محور -ج

  نامیده می شود.

  ) در جهتی است که سیستم مختصات دست چپی باشد.yمحور دوم(محور  -د

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  یک و ژئودتیک محلی)سیستم هاي ژئودت( 2-11شکل         
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  بصورت زیر خواهد بود: .L.Aنسبت به یک سیستم  kاز ایستگاهی بنام  Lبردار وضعیت نقطه مورد مشاهداتی مانند 

)54-2(                                                                             . .

. .

cosV cos

(r ) cosV sin

sinV

kl kl

kl L A kl kl kl

klL A

x A

y r A

z

   
       
      


   

به ترتیب زاویه قائم و آزیموت آنهاست. نکته جالب و  Vklو  klA و kو  L فاصـله فضـایی بین دو ایستگاه klr در این معادله

 klو آزیموت خط  kاســت. به این ترتیب که اگر مختصــات نجومی نقطه  .L.Aو  A.T.مهم رابطه ســیســتم هاي مختصــات 

( , ,A )k k kl  باشد می توان مختصات ایستگاه  موجود بوده و تصـحیح حرکت قطبی نیز به آنها اعمال شـدهk  را نسبت به

  :بوسیله فرمول زیر بدست آورد .L.Aبر حسب مختصات آن نسبت به سیستم  .A.Tسیستم 

)55-2(                                                    . . 3 2 2

. . . .

(r ) R (180 ) R (90 ) Pkl A T k k

A T L A

x x

y y

z z

   
         
      


  

  که ماتریس انعکاس عبارت است از:

)56-2(                                                                                                                   2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

P

 
   
  

   

2 و به منظور تبدیل یک سیستم دست چپی به یک سیستم دست راستی اعمال می شود و ماتریس هاي دورانی 3,R R  عبارتند

  از:

)57-2(                                                                            2

cos(90 ) 0 sin(90 )

0 1 0

sin(90 ) 0 cos(90 )

k k

k k

R

   
   
   

   

)58-2(                                                                         3

cos(180 ) sin(180 ) 0

sin(180 ) cos(180 ) 0

0 0 1

k k

k kR

  
     
  

  

  است که محورهاي دو سیستم را موازي سازند.که اثر این دو دوران این 

  بصورت زیر است: 2-55معکوس تبدیل 

)59-2(                                                               1
. . 3 2 2 . .(r ) [R (180 ) R (90 ) P ] (r )kl L A k k kl A T

   
 

   

)60-2(                                                                     . . 2 2 3 . .(r ) P R ( 90)R ( 180)(r )kl L A k k kl A T    
 

  

 اگر بردار وضعیت باید توجه داشـت که تا این مرحله بخشـی راجع به انتقال مبدأ هاي مختصـات دو سـیسـتم داده نشـده است.

. معلوم و با .A.Tنسبت به مرکز ثقل در سیستم  kایستگاه  .(R )k A T


lRنشان داده شود می توان بردار وضعیت کلی  


 lنقطه  

  را بصورت زیر تعیین کرد: .A.Tنسبت به مرکز ثقل در سیستم 
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)61-2(                                                                                                  . . . . . .(R ) (R ) (r )l A T k A T kl A T 
  

   

ˆ سـه بردار یکه ˆ ˆ, ,x y zu u u  سـیسـتم مختصات.L.A  داراي مؤلفه هایی نسبت به محورهاي مختصات سیستمA.T.  به شرح

  زیر هستند:

3 2 2

1

ˆ R (180 ) R (90 ) P 0

0
x k ku

 
     
  

   

)62-2(                                                                                                              

sin cos

ˆ sin sin

cos
xu

   
     
  

   

3 2 2

0

ˆ R (180 ) R (90 ) P 1

0
y k ku

 
     
  

  

  

)63-2(                                                                                                                       

sin

ˆ cos

0
yu

  
   
  

  

3 2 2

0

ˆ R (180 ) R (90 ) P 0

1
z k ku

 
     
  

  

)64-2(                                                                                                            

cos cos

ˆ cos sin

sin
zu

  
    
  

  

سیستم نجومی محلی سیستمی است که براي هر ایستگاه مشاهداتی یکه است (برخلاف سیستم ژئودتیک محلی که بعدا تعریف 

این دلیل اسـت که مشاهدات سه بعدي در ایستگاه هاي متعدد را می توان با یک سیستم یکسان محاسباتی به خواهد شـد) و به 

  و ... فرمول هاي یکه هستند). 2-54نتیجه رساند (منظور این است که فرمول هاي ارائه شده براي این سیستم یعنی 

  سیستم مختصات ژئودتیک محلی        -3-4-2

  ) نشان داده می شود با مشخصات زیر تعریف می شود:L.Gلی که اختصاراً با (یک سیستم ژئودتیک مح

مبدأ آن نقطه اي است در طول قائم بر بیضوي در نقطه مشاهدات. باید توجه داشت که این نقطه را می توان بطور اختیاري  -الف

ده، محل برخورد قائم با بیضوي و یا محل بر روي قائم بر بیضـوي از نقطه مشـاهده انتخاب نمود ولی عملا یکی از نقاط مشـاه

  تلاقی این قائم با ژئوئید بعنوان مبدأ انتخاب می شود.
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  قطب اولیه ، قائم بر بیضوي و صفحه اولیه، صفحه گذرنده بر مبدأ و عمود بر قطب اولیه می باشد. -ب

  و شمال ژئودزي نامیده می شود.محور اول محل تقاطع صفحه اولیه و صفحه گذرنده بر قطر اقصر بیضوي مبدأ است  -ج

  طوري انتخاب می شود که سیستم دست چپی باشد. yمحور  -د

تبدیل بین سـیسـتم هاي نجومی محلی و ژئودتیک محلی چنانچه در نقطه مبدأ مشترك باشند بر حسب زاویه بین قائم هاي بر 

  کان دارد.بیضوي و ژئوئید (انحراف قائم) و زاویه بین شمال هاي نجومی و ژئودتیک ام

, چنانچه مؤلفه هاي انحراف قائم بر روي نصــف النهار و قائم اولیه یعنی  و همچنین آزیموت هاي ژئودتیک و نجومی یعنی 

,a A  نسبت به یک ایستگاه معلوم باشند می توان یک بردار در سیستمL.A.  را به برداري در سیستمG.L.  بوسیله معادله زیر

  تبدیل نمود:

)65-2(                                                                             .G. 3 2 1 L.A.(r ) R (A a)R ( )R ( )(r )kl L kl   
 

  

A) باید توجه داشــت که بعلت کوچک بودن زوایاي ), ,a   فرمول بالا  ، مرتبه ماتریس هاي دورانی یعنی جابجایی آنها در

A) اهمیتی ندارد. همچنین اگر شرط لا پلاس در نقطه مبدأ برقرار شده باشد می توان در این معادله )a :را از معادله  

A ( )sin tana         .جایگزین نمود  

ائم بر بیضوي از نقطه مشاهدات با بیضوي اگر مبدأ هاي مختصـات در نقطه مشاهدات نباشد (یعنی در یکی از دو نقطه برخورد ق

kR یا ژئوئید باشـد) بنابراین مرجع بردار وضعیت


نقطه مبدأ خواهد بود نه نقطه مشاهدات یعنی اینکه اگر نقطه  2-61در معادله  

x) واقع بر ژئوئید مبدأ اختیار شـود در محاسـبه , y ,z )k k k از ( , , N )k k k    اسـتفاده می شود و اگر نقطه واقع بر بیضوي

) مبدأ مختصات باشد , ,0)k k   بکار خواهد رفت. باید توجه داشت که وقتی منطقه کوچکی از زمین بعنوان یک صفحه فرض

  .می شود در واقع یک سیستم ژئودتیک محلی در نظر گرفته شده است

براي تعیین بردار  2-54و  2-55یسـتم نجومی محلی در مورد سـیستم ژئودتیک محلی نیز روابطی مانند فرمول هاي همانند سـ

  بصورت زیر وجود دارد: l به ایستگاه مورد مشاهده kوضعیت از ایستگاه مشاهدات 

)66-2(                                                                                .G.

.G.

cosa cos

(r ) cosa sin

sina

kl kl

kl L kl kl kl

klL

x

y r

z





   
       
      


  

  و

)67-2(                                                           3 2 2

.G.

(r ) R (180 ) R (90 ) Pkl G k k

G L

x x

y y

z z

 

   
         
      


  

,a) در این معادلات , r) به ترتیب عبارتند از: ارتفاع ژئودتیک، آزیموت و طول و ( , )   .عرض و طول ژئودتیک هســـتند

  یعنی: 2 -4بوسیله معادله ) .A.T(و سیستم زمینی متوسط  )G(سیستم ژئودتیک 
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0

0

0. .A T G

x x x

y y y

z z z

     
           
          

  

  به یکدیگر مربوط اند.

  بردار هاي یکه سه محور کارتزین در سیستم ژئودتیک محلی عبارتند از:

)a68-2(                                                                                                             

sin cos

ˆ sin sin

cos
xu

 

 



 
   
  

  

)b68-2(                                                                                                                     

sin

ˆ cos

0
yu





 
   
  

  

)c68-2(                                                                                                               

cos cos

ˆ cos sin

sin
zu

 

 



 
   
  

  

  خلاصه سیستم هاي زمینی -5-2

  تشریح گردید:در این بخش پنج سیستم زمینی بطور دقیق به شرح زیر تعریف و 

 ).A.Tسیستم زمینی متوسط ( -1

 )I.Tسیستم زمینی لحظه اي ( -2

 )Gسیستم ژئودتیک ( -3

 ).L.Aسیستم نجومی محلی ( -4

 ).L.Gسیستم ژئودتیک محلی ( -5

شامل صفحات، قطب ها  2-2جدول  که سـه سیستم نخست سیستم هاي ژئوسنتریک و دو سیستم آخر توپوسنتریک می باشند.

در این بخش همچنین چهار نوع مختصات بطور دقیق  تعریف پنج سیستم مختصات فوق بکار رفته اند.و محورهایی است که در 

  به شرح زیر تعریف شد:

,x)کارتزین  مختصات -1 y, z) که در تمام سیستم ها بکار می رود 

) مختصات منحنی الخط -٢ , , h)  تیک بکار می روند، این مختصات در سیستم هاي ژئود 

,V) مختصات منحنی الخط -٣ A, r) این مختصات در سیستم هاي نجومی محلی بکار می روند ، 

,a) مختصات منحنی الخط -4 , r) که در سیستم هاي ژئودتیک محلی بکار می روند 

حاوي شماره  2-12هاي مختصات توضیح داده شد. شکل و بالاخره در این بخش اصـول تبدیلات بین این مختصات و سیستم 

بطور خلاصه شرح داده  2-3معادلاتی است که در تعریف این تبدیلات از آنها استفاده گردیده و همچنین این تبدیلات در جدول 

  شده است.
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  (معادلات مربوط به سیستم هاي زمینی) 2-12شکل 

  

  که در تعریف سیستم هاي مختصات زمینی بکار می روند)(قطب ها، صفحات و محورهاي مرجع  2-2جدول 
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  (تبدیلات بین سیستم هاي مختصات زمینی)2-3جدول 

  

  

  

  

  مقدمه

سـه قسمت نخست این بخش مربوط خواهد بود به محاسبات مختصات ژئودتیک روي یک بیضوي. در فصل اول مروري خواهد 

و منظور از این مرور تفهیم فرمول هاي بعدي اسـت. بعلت اینکه در تمام محاسـبات کلاسیک بر روي  شـد به هندسـه بیضـوي

  بیضوي تبدیل مشاهدات ژئودتیک به سطح بیضوي لازم است یک فصل کامل به این موضوع اختصاص خواهد یافت.

رق مستقیم و معکوس معروفند و ط در محاسـبات کلاسـیک هندسی ژئودتیک دو مسئله مورد توجه است که به مسائل ژئودتیک

مختلفی براي حل این مسائل وجود دارد که عموما بعنوان فرمول هاي خطوط کوتاه، متوسط و بلند طبقه بندي شده اند. هر یک 

  از یک از این فرمول ها داراي تقریبی یا دقتی متناسب با طول ین ایستگاه ها است.

تیک در فضاي سه بعدي مورد برسی قرار خواهد گرفت. ابتدا مسائل مستقیم و در قسمت آخر این بخش محاسبات مختصات ژئود

  معکوس و سپس دو مسئله خاص یعنی مسائل آزیموت و تقاطع در این فضا مطرح خواهند کردید.

  

  

  

 بخش دوم: محاسبات تعیین مختصات
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  بیضوي هندسه اول: قسمت

 بیضوي دورانی )1

طح محاسبات زمینی ژئودتیک ب روي این سنظر به اینکه بیضـوي دورانی بعنوان نزدیکترین شـکل هندسی به فرم زمین است 

انجام می گیرد. در زیر خصــوصــیات مختلف هندســی یک بیضــوي دورانی را تا آنجا که مربوط به ژئودزي اســت مورد تجزیه و 

  تحلیل قرار خواهیم داد.

 پارامترهاي بیضوي -1-1

 (بیضوي مرجع یا مقایسه) را مشخصیک بیضوي دورانی نشان داده شده است. پارامترهایی که یک بیضوي دورانی 1-1در شکل

  می کنند پارامترهایی هستند که بوسیله آنها پی به اندازه و شکل آن بیضوي می بریم و عبارتند از:

  )a(نصف قطر اطول بیضوي -الف

  ) b(نصف قطر اقصر بیضوي  -ب

ــورت  ــف النهار بص    ) 1-1(    معادله هر منحنی نص
2 2

2 2
1

x z

a b
        ــورتو ــوي دورانی بص )a1-1( معادله یک بیض

2 2 2

2 2
1

x y z

a b


  .است  

F, نقاط F   کانون هاي بیضـی نصف النهار گذرنده بر نقاط 1-1در شـکل , , ,P E P E   می باشند. این کانون ها بفواصل

PF, واقع اند. همچنین فواصل (O) مساوي از مرکز هندسی بیضوي PF  با نصف قطر اطول (a) .برابرند  

  فشردگی بیضوي با فرمول زیر تعیین می شود:

)2-1(                                                                                                                              
a b

f
a


   

  دو خصوصیت مهم دیگر یک بیضوي عبارتند از اولین و دومین خارج از مرکزیت که به ترتیب به فرمول هاي

)3-1(                                                                                                                              
2 2

2

2

a b
e

a


  

)4-1(                                                                                                                       
2 2

2

2

a b
e

b


   

  بیان می شوند.

را در نظر می گیریم. این بیضوي در  1866بعنوان مثالی نشان دهنده حدود بزرگی این پارامتر ها باشد بیضوي مقایسه کلاسیک 

  حال حاضر براي محاسبات ژئودتیک مورد استفاده قرار می گیرد:

 
63783206.4

6356583.8

a

b




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  :) 1-2و با استفاده از رابطه (

 0.00339007...f   

 که غالباً بصورت
1

f
 : 

 
1

244.97869...
f

  

  ) خواهیم داشت:1-3( و )1-4همچنین با بکار بردن فرمول هاي (

2

2

0.00676865...

0.00681478...

e

e



 
   

, چهار پارامتر , (| e ), fa b e  موجود بین آنها، پارامترهاي اساسی براي گسترش فرمول هاي ژئودزي در بحث هاي  و روابط

  آینده خواهند بود.

  

  (بیضوي دورانی)1-1شکل 

  شعاع انحناء: -2-1

یک بیضـوي و نقطه اي اختیاري بر روي آن در نظر می گیریم. از قائم بر بیضـوي در این نقطه بی نهایت صفحه عبور می کند 

را صـفحات قائم و منحنی هایی را که از برخورد این صفحات با رویه بیضوي ایجاد می شوند مقاطع قائم می نامند. بین  که آنها

این مقاطع قائم دو مقطع وجود دارد که بر هم عمودند و شعاع انحناء آنها در نقطه مزبور حداکثر و حداقل شعاع هاي انحناي تمام 

مقطع، مقاطع قائم اصلی نام دارند که یکی نصف النهار و دیگري قائم اولیه می باشد و شعاع مقاطع در آن نقطه هسـتند. این دو 

N, هاي انحناي آنها به ترتیب با M  1-3و  1-2نشان داده می شوند (شکل هاي.(  

حال تزاید است و به این ترتیب این می بینیم که شـعاع انحناء نصـف النهار به تدریج از اسـتوا به طرف قطب در  1-2در شـکل 

  ).1-3نکته در مورد شعاع انحناء قائم اولیه صادق است (شکل 
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  قائم اولیه و شعاع انحناء آن) (مقطع1-3شکل              (مقطع نصف النهار و شعاع انحناء آن)1-2شکل          

  شعاع انحناء نصف النهار     -1-2-1

  )1-4مقطع نصف النهاري از بیضوي دورانی با فرمول زیر را در نظر می گیریم: (شکل 

)5-1(                                                                                                                        
2 2

2 2
1

x z

a b
   

  با فرمول زیر بدست می آید: Pنقطه اي مانند شعاع انحناء این منحنی در هر 

)6-1(                                                                                                                   

3
2 2

2

2

(1 ( ) )
dz

dxM
d z

dx


 

)7-1(                                                                                                                          
2

2
.

dz x b

dx z a
    

)8-1(                                                                                                           
2 2

2 2 2
( )

dz
z x

d z b dx
dx a z


    

)a8-1(                                                                                                  
2 2 2 2

2 2 2 2
( . )

d z b x b
z

dx a z z a
    

  د:را می توان از رابطه زیر محاسبه نمو Pمی بینیم که شیب خط مماس در  1-4همچنین با مراجعه به شکل 

)9-1(                                                                                                    tan(90 ) cot
dz

dx
        

 ) خواهیم داشت:1-7) و (1-9و یا با مساوي قرار دادن روابط (

)10-1 (                                                                                                            
2

2
cot .

z b

x a
      
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                                                                                                           )a10-1( و یا 
2

2
tan .

a z

b x
     

   )b10-1(   با جایگذاري 
1

2 2(1 e )b a      ) در معادلهa10-1:خواهیم داشت  (  

)11-1(                                                                                                                 2(1 e ) tanz x     

  ) ، رابطه زیر بدست می آید:1-11) و (b10-1با مقادیر ( 1-5از معادله  z,b بعد از جایگزین کردن

)12-1(                                                                                                                
1

2 2 2

cos

(1 e sin )

a
x









   

  خواهیم داشت: 1-11از این معادله در رابطه  xکه پس از قرار دان 

)13-1(                                                                                                            
2

1
2 2 2

(1 e )sin

(1 e sin )

a
z










  

x, و بالاخره با جایگذاري z ) از معادلاتa8-1) و ســـپس با قرار دادن1-12) و (1-13) در روابط (1-7) و (  
2

2
,

d z dz

dx dx
 

  بصورت زیر تعیین خواهند شد: M، مقدار  1-6بدست آمده در معادله 

)14-1(                                                                                                          
2

3
2 2 2

(1 )

(1 e sin )

a e
M








  

  است. بنابراین :  در معادله بدست آمده تنها پارامتر متغیر عرض ژئودتیک

 در استوا ( 0)  :      )a14-1 (                                                                       2(1 e )M a     

 و در قطب ( 90)   :)b14-1 (                                                                      
1

2 2(1 e )

a
M 



  

طوریکه از این دو معادله واضـح اسـت، طول شـعاع انحناء نصـف النهار به نسبتی که نقطه اي واقع بر روي نصف خواهد بود و ب

  النهار از استوا به طرف قطب نزدیک می شود تدریجا اضافه می گردد.

  

  

  

  

          

  (انحناء نصف النهار) 1-4شکل             
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  شعاع انحناء قائم اولیه       -2-2-1

  :داریم 1-5از شکل 

)15-1(                                                                                                                        cos
x

N
    

                                                                                                                  )a-15و یا (
cos

N
x


  

  ) شعاع انحناء قائم اولیه بصورت زیر بدست می آید:a15) در معادله (1-12از معادله ( xبا قرار دادن 

)16-1(                                                                                                               
1

2 2 2(1 e sin )

a
N







  

  تغییر می کند:  با تغییر Nاست. بنابراین  واضح است که تنها پارامتر متغیر در رابطه فوق

 در استوا ( 0)  :                                                                                                                           N a   

 و در قطب ( 90)   :)a16-1(                                                                
1

2 2(1 e )

a
N M 



  

  خواهد بود.

  یک کمیت مهم که اغلب در محاسبات ژئودزي بکار می رود شعاع انحناء گوس است که با معادله زیر تعیین می شود:

)17-1(                                                                                                                              R MN   

  براي محاسبات تعیین مختصات در بسیاري از موارد شعاع متوسط که از فرمول فوق محاسبه می شود داراي دقت کافی است.

شعاع انحناي دیگري که آن هم اغلب در محاسبات تعیین موقعیت بکار رفته و از آن صحبت می شود شعاع انحناء مدار در عرض 

) به شکل دایره اي است که شعاع آن با توجه به Zجغرافیایی داده شـده اسـت. هر مداري ار منظر قطب شـمال بیضـوي (محور 

)، شعاع انحناء مدار در a15-1در صفحه نصف النهار. بنابراین از معادله ( z-xدر سـیستم مختصات  xبرابر اسـت با  1-5شـکل 

  را بصورت زیر خواهیم داشت:  عرض جغرافیایی

)18-1(                                                                                                                        cosR N     

ــود که وقتی ــادگی دیده می ش ) از فرمول بالا به س 0)  :ــت R اس N  و بنابراین R a  .و در هر یک از قطبین 

( 90)  ،cos 0 0R    باشد می.  
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  (شعاع انحناء قائم اولیه)1-5شکل 

  شعاع انحناء در یک آزیموت اختیاري       -3-2-1

واقع بر سطح  Pدیده شـد شعاع هاي انحناء ماکزیمم و مینیمم در هر نقطه اي مانند  1-2-1و  1-2-2بطوریکه در بخش هاي 

بیضـوي دورانی در صفحات نصف النهار و قائم اولیه این نقطه قرار دارند. در بعضی از موارد در محاسبات ژئودتیک لازم است که 

نقطه اي در   ). مقطع قائم در آزیموتی مانند1-6شـعاع انحناء در صفحه اي غیر از این دو صفحه اصلی معلوم م باشد (شکل 

  نشان داده می شود و شعاع انحناء اولر نامیده می شود. R داراي شعاع انحنایی است که با Pمانند 

PP را می خواهیم تعیین کنیم بر روي سـطح قائم R که در آن شـعاع P، نقطه  1-6در شـکل    داده شده است. باید نشان

)توجه داشت که بر روي این شکل قسمت کوچکی از سطح قائم  )ds نمایش داده شده است زیرا واضح است که آزیموت    

  این قسمت کوچک برابر است با آزیموت مقطع قائم در هر طولی.

  

  )  (مقطع قائم در آزیموت1-6شکل 



     حمید جعفرزاده           گرد آوري از:                             

  

      

 
۴٨ hamid73j@ymail.com 

به این طریق تعیین می شـود که ابتدا صفحه مماس بر بیضوي در این نقطه و همچنین  Pشـعاع انحناي اولر در نقطه اي مانند 

BB صفحه اي به موازات این صفحه مماس که آن را صفحه   می نامیم رسم می شوند. مقطع صفحه اخیر با سطح بیضوي از

نشان داده شده است. چنانچه به این صفحه  1-7یک بیضی است. عامل متشکله این مسئله در شکل  Pمنظر قائم بر بیضوي در 

P در نقطه  از منظر زاویه آزیموت   دیده خواهد شد. یاد آوري می شود که معادله یک بیضی  1-8بصورت شکل نگاه شـود

  بصورت:

)19-1(                                                                                                                           
2 2

2 2
1

x z

a b
    

  هیم داشت:خوا 1-7با مراجعه به شکل  است.

)20-1(                                                                                                                          
sin

cos

x ds

y ds








   

  بنابراین:

)21-1(                                                                                                                      
2 2 2 2

2 2

sin cos
1

ds ds

m n

 
   

   

  1-8شکل                                                   1-7شکل                            

  می توانیم بنویسیم: 1-9با استفاده از شکل 

)22-1(                                                                                                                               sin
z

c
    

                                                                                                                          )1-23( و

1

2sin
c

R

   

  با مقایسه دو معادله فوق:
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)24-1(                                                                                                                                
2

2

c
z

R

   

PP چون  فاصله بسیار کوچکی است بنابراین c ds :و می توانیم بنویسیم  

)25-1(                                                                                                                                
2

2

ds
z

R

  

0 اگر  باشد ds n خواهد بود و   

)26-1(                                                                                                                                
2

2

n
z

M
  

90 و در حالت  ،ds m  است و  

)27-1(                                                                                                                                
2

2

m
z

M
  

  )  خواهیم داشت:1-25) و (1-27( ) و1-25) ، (1-26با ترکیب روابط (

)28-1(                                                                                                                          
2

2 ds
n M

R

   

                                                                                                                        )1-29( و
2

2 ds
m N

R

  

 با قرار دادن
2 2,n m ) معادله زیر بدست می آید:1-21در معادله ، (  

)30-1(                                                                                                     
2 2sin cos

1
R R

N M
  

    

  که می توان آن را به شکل معادله زیر که همان شعاع انحناء اولر است نوشت:

2 2sin cos

MN
R

M N
  



  

  

  

  

  

  

  1-9شکل 
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  منحنی هاي واقع بر سطح یک بیضوي      -3-1

بین این بی نهایت خم، دو خم در ژئودزي هندســـی داراي  از هر دو نقطـه واقع بر روي یک بیضـــوي بی نهایت خم می گذرد.

  اهمیت خاصی هستند. این دو خم عبارتند از: مقطع قائم و ژئودزیک گذرنده بر دو نقطه که در زیر شرح داده خواهند شد.

  مقطع قائم     -1-3-1

با رویه بیضوي تعریف شد. حال  P مقطع قائم بعنوان منحنی حاصـل از تقاطع یک صفحه قائم در نقطه اي مانند 1-2در بخش 

1 چنانچه دو نقطه 2,P P  غیر از واقع بر یک نصـف النهار و در عرض هاي مختلف بر روي یک بیضوي در نظر بگیریم، خواهیم

(مقطع قائم معکوس)  1P به 2P ســـتقیم می نامیم بر مقطع قائم ازکه آن را مقطع قائم م 2Pبھ  1P دید که مقطع قائم از

  ).1-10منطبق نیست (شکل 

1 صفحه قائم گذرنده بر مقطع قائم مستقیم (صفحه 1 2P n P 1 ) شامل قائم بر بیضوي درP 2 و نقطهP و صفحه قائم گذرنده بر

2مقطع قائم معکوس (صــفحه 2 1P n P 2 ) شــامل قائم بر بیضــوي درP 1 و نقطهP 1 اســت. اگر دو مقطع 2 2 1,P P P P  بر هم

1 که قائم هايمنطبق باشـند لازم می شـود  1Pn 2 و 2P n  در صـفحات نصـف النهارشان یکدیگر را در نقطه اي واقع بر محور

اقصــر بیضــوي قطع نمایند یعنی محل برخورد شــان با این محور بر هم منطبق باشــد ولی با توجه به فرمول زیر که آن را بدون 

  اثبات می پذیریم:

)31-1(                                                                                                             
2

1
2 2 2

sin

(1 e sin )

p

n

p

ae
z









  

آن نقاط  zخواهیم دید که نقاطی که داراي عرض هاي مختلف هستند محل برخورد شان با محور اقصر بیضوي که نشان دهنده 

  است برهم منطبق نخواهند بود.

1 اگر دو نقطه 2,P Pداراي طول هاي مختلف و 
1 2p p   ــکل ــد (ش  )1-10باش

1 2n nz z 1 و قائم هاي 1Pn  2و 2P n 

1 ولی چنانچه دو نقطه خطوط متنافر خواهند بود 2,P P  بر یک مدار واقع باشـند
1 2p p  ، مقاطع قائم مستقیم و معکوس بر

1  هم منطبق خواهند شد. در حالتی که دو نقطه 2,P P وي بر روي یک نصف النهار باشند قائم هاي این دو نقطه همدیگر را در ر

محور اقصــر قطع نمی نمایند ولی در چنین حالتی نیز مقاطع قائم مســتقیم و معکوس بر هم منطبق خواهند بود که این صــفحه 

  همان نصف النهار گذرنده بر دو نقطه می باشد.

  

  

  

  

  

  (مقاطع قائم مستقیم و معکوس)1-10شکل 
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ــت که مقاطع قائم (مقاطع قراولروي در عملیات زمینی) یک خط واحدي را بین دو نقطه در  ــن اس ــیح فوق روش با توجه به توض

می  1-11دسـت نمی دهد بنابراین یک مثلث بیضـوي واحد را نمی توان با اسـتفاده از مقاطع قائم تعریف نمود. در شکل بحالت 

ــتقیم از  ــت و بنابراین مرجع آزیموت  BbA بر مقطع قائم معکوس AaBییعن Bبه  Aبینیم که مقطع قائم مس منطبق نیس

A, هاي ژئودتیک B   منحنی واحدي نیسـت و همین مسئله در مورد آزیموت هاي ازA  بهC  و ازB  بهC  و غیره نیز وجود

  دارد.

  

  هاي حاصل از مقاطع قائم دو طرفه)(مثلث 1-11شکل 

این اختلاف  1-12اکنون بطور اختصار میزان اختلاف بین مقاطع قائم مستقیم و معکوس را مورد بررسی قرار می دهیم. در شکل 

  ود:نشان داده شده که اندازه آن بر حسب ثانیه با فرمول زیر (بدون اثبات) تعیین می ش  با زاویه

)32-1(                                                                                        
12

2 2 21
( e cos sin 2 )
4

m p        

1  در این فرمول: 2

2

p p

m

 



 و

s

Nm
   1و 2

2

N N
Nm


   .است  

1 براي مثال چنانچه فاصـله 2 200P P km باشـد و 
12

45, 0p m   0.36 (شرط ماکزیمم) ، در چنین حالتی  

خواهـد بود. بـا توجه به اینکه در خطوط مثلث بندي . پیمایش ها اغلب طول ها کوچکتر از چنین طولی و همچنین احتمال وقوع 

  عموما خیلی کوچک و در بسیاري از موارد عملا قابل صرف نظر کردن می باشد.  است مقدارشرایط ماکزیمم بسیار ناچیز 

  ژئودزیک     -2-3-1

ژئودزیک یا خط ژئودتیک عبارت اسـت از منحنی یکه واحدي که بعنوان فاصـله بین هر دو نقطه واقع بر سطح بیضوي تعریف و 

ک داراي این خاصیت است که در هر نقطه واقع بر آن بردار شعاع انحناء اصلی بر قائم بر بیضوي در تعیین می شـود. یک ژئودزی

1 آن نقطه بر هم منطبق اند. ژئودزیک بین 2,P P  کوتاهترین فاصله بین این دو نقطه است. در این شکل وضعیت 1-13(شکل (

  نشان داده شده است.ژئودزیک نسبت به مقاطع مستقیم و معکوس 
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براي توضیح ریاضی ژئودزیک لازم است معادلات دیفرانسیل خطوط ژئودتیک بر روي یک سطح دورانی مورد مطالعه قرار گیرد. 

در این بحث اطلاعات اولیه در هندسه دیفرانسیل دانسته فرض می شود. بطور کلی معادله یک سطح دورانی را می توان بصورت 

  زیر نوشت:

)33-1(                                                                                                                         (x, y, z) 0F    

  معادله پارامتریک یک ژئودزیک واقع بر این سطح عبارت است از:

)34-1(                                                                                                                               

1

2

3

(s)

(s)

(s)

x f

y f

z f







  

  همچنین کسینوس هاي قائم بر سطح عبارتند از:

)35-1(                                                                              1 2 3cos ,cos ,cos

FF F
yx z

D D D
  

 
     

  که در آن:

)36-1(                                                                                                              
1

2 2 2 2(( ) ( ) ( ) )
F F F

D
x y z

  
  

  
   

  ) به ترتیب زیر بدست می آیند:1-34کسینوس هاي هادي قائم اصلی منحنی (

)37-1(                                                         
1 2 3

2 2 2

2 2 2
cos ,cos ,cosN N N

d x d y d z
R R R

ds ds ds
      

  شعاع انحناء اصلی سطح است. Rکه در آن 

در تعریف ژئودزیک این نکته ذکر گردید که در هر نقطه اي از یک چنین خمی قائم بر سـطح منطبق بر بردار شـعاع اصلی (قائم 

  ) بر قرار خواهد شد:1-35) و (1-37فرض تساوي معادلات ( اصلی) است. این خاصیت با

 )38-1(                                                                                                             
2 2 2

2 2 2

FF F
yx z

d x d y d z

ds ds ds

 
    

  ا می توان بصورت:ت که معادله آن ردر ژئودزي سطح مورد استفاده  بیضوي دورانی اس

)39-1(                                                                                                                                     
2 2 (z) 0x y f    

  نوشت، بنابراین خواهیم داشت:

)40-1  (                                                                                      2 , 2 , (z)
F F F

x y f
x y z

  
  

  
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  معادله دیفرانسیل زیر حاصل خواهد شد: 1-38که پس از قرار دادن این مقادیر در معادله 

)41-1(                                                                                                              
2 2

2 2
0

d x d y
y x

ds ds
   

  و پس از انتگرال گیري خواهیم داشت:

)42-1(                                                                                                                   ydx xdy cds    

  ثابت انتگرال گیري است. cکه 

PP ، خط1-14در شـکل    نمایشگر یک قسمت کوچک از یک ژئودزیک واقع بر سطح بیضوي است. با معلوم بودن مختصات

,x) کارتزین y, z)  نقطهP می توان مختصـات نقطه ، P   را(x dx, y dy, z dz)   دانســت زیرا ds  ، فاصـله بســیار

P که تصـــویر Aکوچکی اســـت. مختصـــات نقطه   بر روي صـــفحه مدار در عرض ژئودتیک P  برابر اســـت با:اســـت 

(x dx, y dy, z)  . شـــعـاع این مدار باr نشـــان داده می شـــود. ســـطح مثلث CPA 1-43(  را می توان با فرمول(

1
(ydx xdy)

2
 .بدست آورد  

  

  1-14شکل 

PA, متوازي الاضلاعی که دو ضلع کوچک و بزرگ آنبا مراجعه به هندسه تحلیلی با آنالیز برداري خواهیم دید که سطح  CP 

  باشد از رابطه زیر حساب می شود:

^ . .sin
y dy

CP AP CP AP ydx xdy
x dx

      

محقق است. همچنین با توجه به مفروضات  1-43مساحت مثلث فوق نصف مساحت این متوازي الاضلاع است و بنابراین رابطه 

PPبالا مساحت قطر دایره  C :را می توان حساب کرد  

)44-1(                                                                                                               
1

sin
2

PP C rds     
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  بی نهایت کوچک است: dsبا توجه به اینکه 

CPA PP C   

  و بنابراین

)45-1(                                                                                                    
1 1

(ydx xdy) sin
2 2

rds    

  خواهیم داشت: 1-45در  1-42و با قرار دادن 

)46-1(                                                                                                                  
1

sin
2

Cds rds    

  و یا

)47-1(                                                                                                                            sinr C    

ــتفاده از معادله  ــوي دورانی  1-47در  1-18و بالاخره با اس رابطه زیر که در مورد هر نقطه اي از یک ژئودزیک واقع بر یک بیض

  صادق است بدست می آید:

 )48-1(                                                                                                                 cos sinN C    

در محاسـبات ژئودزي هندسـی لازم است که آزیموت هاي مستقیم و معکوس نسبت به یک منحنی تعریف شوند ولی همانطور 

  انجام می گیرند.که قبلا نیز ذکر شد عملا مشاهدات زاویه اي نسبت به مقاطع قائم مستقیم و معکوس 

بنابراین بایستی میزان اختلاف بین ژئودزیک و مقطع قائم معین شود. میزان این اختلاف که بدون اثبات در اینجا ذکر خواهد شد 

  با رابطه:

)49-1(                                                                                                                                    



  

زاویه بین مقاطع مستقیم و معکوس بین دو نقطه   زاویه بین مقطع قائم مستقیم و ژئودزیک در هر نقطه و  تعیین می شود.

  ین تصحیح بحث خواهد شد.با تفصیل بیشتري در مورد ا 2-1-1است. در قسمت 

همچنین فاصـله حسـاب شده بین دو نقطه با استفاده از یکی از مقاطع قائم بین آنها با فاصله حساب شده با بکار بردن ژئودزیک 

  بین آنها اختلافی خواهد داشت که می توان آن را با رابطه زیر تعیین نمود:

)50-1(                                                                                               
4

2 4 5
12sin 2 cos

360
m

ae
s      

69 کیلومتري میزان این تصــحیح تقریبا 600که براي یک طول  10 m  می باشــد. واضــح اســت که در تمام عملیاتی که در

  می گیرد این تصحیح قابل صرف نظر کردن است.ژئودزي انجام 
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  1-15شکل 

  مقایسه بیضوي سطح به زمینی ژئودزیک مشاهدات تبدیل دوم: قسمت

٢(   

اندازه گیري ها و مشــاهدات ژئودزي (امتداد ها ، فواصــل و فواصــل ســمت الرأســی) در روي ســطح زمین انجام می گیرند ولی 

روي سـطح بیضـوي مقایسه انجام می شوند بنابراین این اندازه گیري ها باید از محاسـبات موقعیت ها و مختصـات ژئودتیک بر 

سـطح زمین به سـطح بیضـوي مقایسـه تبدیل شـوند. در تبدیل کمیت هاي مشـاهده شده دو نوع تصحیح یا تأثیر بایستی مورد 

  .اهدات با تاثیرات فیزیکیمطالعه قرار گیرد: یکی تأثیرات هندسی و دیگري تأثیر تغییرات حوزه ثقل زمین بر روي مش

باید توجه داشـت که این تبدیلات را می توان بالعکس نیز انجام داد بدین معنی که با داشـتن کمیت هاي محاسـبه شده بر روي 

  بیضوي (مثلا فواصل) می توان آن ها را به کمیت هایی واقع بر سطح زمین تبدیل نمود.

 تبدیل امتداد ها و یا زوایاي افقی -1-2

امتدادهایی بر روي سـطح زمین مشـاهده می شـوند سـعی می شـود دسـتگاه تئودولیت تراز شود. مفهوم علمی تراز شدن  وقتی

دستگاه این است که محور قائم آن منطبق بر بردار ثقل ایستگاه مشاهدات باشد. از طرف دیگر می دانیم که این بردار منطبق بر 

انجام می گیرد نیســت، این اختلاف که ناشــی از تأثیر فیزیک زمین بر روي  قائم بر بیضــوي که محاســبات ژئودزي بر روي آن

مشـاهدات می باشـد همان تصـحیح انحراف قائم است که آن را تاثیر فیزیکی می نامیم که بایستی به مشاهدات اعمال نمود تا 

  قائم بر سطح هم پتانسیل در ایستگاه مشاهدات تبدیل به قائم بر بیضوي در آن نقطه شود.

تصـحیحات دیگر، همانگونه که در بالا اشـاره شـد ناشـی از تأثیرات هندسـی می باشـند که معلول هندسه بیضوي هستند. این 

تصـحیحات بر دو نوع اند: یکی تصحیح به علت ارتفاع نقطه مورد قراولروي که علت آن متنافر بودن قائم هاي بر سطح بیضوي 

  م ها نامیده می شود و دیگري تصحیح تبدیل مقطع قائم به ژئودزیک است.در نقاط مختلف آن است و تصحیح متنافر قائ
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  تصحیح به علت تنافر قائم ها      -1-1-2

تصــویر قائم آن بر روي  2P نقطه مورد مشــاهده و 2p بر روي بیضــوي و 1p تصــویر قائم نقطه زمینی 1P ،1-2در شــکل 

Q, محور دورانی بیضــوي را در نقاط2pو 1p بیضــوي اســت. قائم هاي بر بیضــوي در نقاط R 2 قطع نموده اند. خطQP  را

2 امتداد می دهیم بطوریکه 2pرا تا  رسـم نموده و آن 2 2P p h ) 2شـودh 2 ارتفاع نقطهp .(1 از سطح بیضوي استPC 

2CP بطوریکه 1P مداري اســـت به عرض ژئودزیک نقطه    )1اختلاف بین عرض هاي ژئودزیک نقاطP  2 وP 

21 اسـت). با توجه به این فرضیات می توان نتیجه گرفت که مقدار تصحیح برابر است با
1 2

sin a
p p

L
 )L فاصله بین دو ایستگاه

1p 2 وp 21 اسـت). باید توجه داشـت که علت دخالت عاملsina 2 در این تصـحیح این اسـت که نقطهp  در صفحه نصف

2QPزاویه . ٤١اســتواقع  2pالنهاري نقطه  R را  نامیده و خط QC 2 را رســم نموده و محل برخورد آن را باP R  ،D 

C,2 متوسط انحناء بین نقاط تقریبا برابر اسـت با شـعاع 2DP می نامیم. بنابراین می توان گفت P  زیرا .D  مرکز انحناء کمان

می نامیم  1N را 1P و شعاع انحناء مقطع قائم اولیه دو نقطه Mm  می باشد. این شعاع انحناء متوسط با 2CP نصف النهاري

  بنابراین خواهیم داشت:

)1-2(                                                                                                                      1DQ N Mm    

  یم داشت:خواه 2DQP بنابراین از مثلث

DQ Mm

 
   

N)1                                                                                                         )2-2و یا ( Mm)

Mm

 
    

  که بصورت: Nو  Mکه با در نظر گرفتن بسط هاي 

2
2 2 2

3
2 2 2

(1 ) 3
(1 )(1 sin ...)

2
(1 e sin )

a e
M a e e 




    



  

2                                                                                 و 2

3
2 2 2

1
(1 sin ...)

2
(1 e sin )

a
N a e 



   



  

  خواهیم داشت: Rو  aمی باشند . همچنین با اغماض از اختلاف بین 

)3-2(                                                                                                                    2 2
2cose      

                                                           
عمـــال انکتھ م�می کھ آ�ا�� بر آن بھ درک ���� فرمول این ت��یح کمک شایا�ی می کند این است کھ ت��یحات افقی در صفحھ عمود بر صفحھ قراولروی  ٤١

1 می گردند �مانگونھ کھ مشـا�دات ن�� در این صـفحھ انجام می شـوند. در اینجا می بی�یم کھ تصـو�ر 2p p  بر روی صـفحھ افقی قراولروی کما�ی است بھ طول

1 2 12cosp p a 1 و بنابراین تصـو�ر آن بر صفحھ قراولروی 2 12sinp p a  خوا�د بود و چون این خطای کما�ی در طولL  قرائت گردیده، مقدار زاو�ھ

12 ای ت��یح برابر است با:
1 2

sin a
p p

L
  
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2                                                                                                و یا 2
12 2( ) cosa cosLe

Mm
   

  خواهیم داشت: h با نشان دادن مقدار تصحیح با

)4-2(                                                                                              
2

22
12 2( sin 2a cos )

2
h

h e

Mm
     

22 که برابر اسـت با
12 20.11 ( )(sin 2a cos )

1000

h
 )h 2 برحسـب متر می باشد). مقدار این تصحیح چنانچهp  در جنوب

 براي  0.3 واقع باشـــد مثبت خواهد بود. مقدار تصـــحیح معمولا کوچک اســـت و حدود 1pغربی و یـا شـــمـال شـــرقی 

3000h m در شبکه هاي ژئودزي درجه یک و در تعیین مختصات نقاط این شبکه ها این تصحیح وجود دارد.است. معمولا   

دومین اثر هندسـی که می باید در تبدیل امتداد بین دو نقطه به سطح بیضوي مورد بررسی قرار گیرد اختلاف بین مقطع قائم آن 

) بدست 1-32) و (1-50را می توان مستقیما از ترکیب روابط ( امتداد و ژئودزیک گذرنده بر دو نقطه اسـت. این تاثیر یا تصـحیح

  آورد:

)5-2(                                                                                                  
2 2 2

12
2

cos sin 2
( )

12
h

m

e s a

N


    

  بر حسب متر است. sکه در آن 

مقدار این تصــحیح با توجه به اندازه عوامل تشــکیل دهنده اش می تواند کاملا در محاســبات ژئودزي قابل اهمیت باشــد (بجاي 

) ایستگاه استفاده نمود بدون اینکه تغییر قابل H(ارتفاع از سـطح بیضوي) می توان از ارتفاع ارتومتریک ( 2-4در معادله  hعامل 

  ایجاد شود). h ملاحظه اي در میزان تصحیح

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  1-2شکل 
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  اثرات فیزیکی       -2-1-2

همانطور که قبلا اشـاره شـد تئودولیت نسـبت به بردار ثقل ایسـتگاه مشاهدات تراز می شود نه نسبت به بردار قائم بر بیضوي و 

بردار (انحراف قائم) لازم اسـت به مشاهدات اعمال شود. در بنابراین تصـحیحی براي جبران این اختلاف یعنی زاویه بین این دو 

ایستگاه مورد مشاھده است و ارتفاع این  2pایستگاه مشاھدات و  1pاین تصحیح نشان داده شده است. در این شکل 2-2شکل 

2دو نقطھ از س�طح بیضوی بھ ترتیب  1,h h  .1فرض شده استP 1 تصویر قائمp 1 بر روي بیضوي وP   محل برخورد قائم بر

1Pو  1p با سطح بیضوي می باشند. صفحه قراولروي عملا صفحه گذرنده بر نقاط 1p ژئوئید از نقطه  2  وp  است. بنابراین

تبدیل به صفحه اي شامل گردد یعنی  1p و 1P و 2p بایستی تصحیح به این صفحه اعمال شود تا تبدیل به صفحه گذرنده بر

  قائم بر بیضوي شود.

1 با توجه به مفروضـات و توضیحات فوق روشن است که زاویه بین دو خط 1p P 1 و 1PP  1 زاویه انحراف قائم در نقطهp.است 

1 1p P دو جزء تجزیه می کند که یکی از آنها را که عمود بر صـفحه قراولروي اسـت با این زاویه را به  و  ٤٢نشان می دهیم

1 اندازه آن برابر است با 12 1 12sin cosa a  2 خطوط 2-2در شکل . ٤٣ 2p t P  2 و 2p t P   1 موازاتبه ترتیب به 1p P   و

1 1p P رســم گردیده اند در حالیکه ,t t  1 بر روي صــفحه افق ایســتگاهp2 واقع اند. همچنین زاویه 2p p t  که زاویه قائم از 

1p 2 بهp است  : می نامیم بنابراین   

)6-2(                                                                                                                     1 tant t p t      

1t ویهو میزان تصحیح یعنی زا p t  :با فرمول زیر بدست خواهد آمد  

)7-2(                                                          1 1 12 1 12tan ( sin cos ) tant p t a a               

5 و 40 حدود  این تصــحیح می تواند در محاســبات مهم باشــد. در حالت حداکثر یعنی حالتی که   باشــد مقدار این

 حدود
1

5
2


1 و 20حدود   و در حالت معمولی که   0.3 می باشند میزان این تصحیح حدود .است   

 در شـبکه مثلث بندي کشـور هندوستان امتدادي وجود دارد که این تصحیح براي آن
1

4
2


است. واضح است که براي محاسبه  

,این تصـحیح لازم اسـت مقادیر   جومی) در نقاط شبکه هاي ژئودزي معین باشند یعنی عرض و طول نجومی (یا آزیموت ن

  مشاهده شوند.

یعنی زاویه ارتفاعی بین دو ایستگاه دارد بنابراین براي   بطوریکه در فرمول دیده می شـود مقدار تصـحیح بستگی مستقیم به

تمام ایستگاه ها مشاهدات نجومی تعیین این تصـحیح در شـبکه هاي درجه یک در مناطق کوهسـتانی اغلب لازم است بر روي 

,انجام گیرد که البته کاري اسـت بسـیار دشوار. همچنین می توان براي تعیین   در نقاط مختلف شبکه از محاسبات یکجا دو

                                                           
ل عما�مانطور کھ در پاور�� صــفحات قبل توضــیح داده شــد ت�ــ�یحات مر�وط بھ امتداد �ا و زوایای مشــا�ده شــده در صــفحھ و عمود بر صــفحھ قراولروی ا ٤٢

 می گردند.

٤٣ ,  1 مؤلفھ �ای زاو�ھ انحراف قائم در ا�ســـــت�اهp 12 وa 1 آز�موت ازp 2 بھp اســـــت. چنانچھ ,   کھ بھ ترت�ب مؤلفھ �ای زاو�ھ انحراف

ــــو�ر کمان انحراف قائم ب ـــــت کھ تصـــــ ــــ� اســــ ــــــد وا�ــــ ـــــت�اه معلوم باشـــ ـــــف ال��ار و قائم اولیھ بوده و �مچن�ن آز�موت ب�ن دو ا�ســــ ــــــفحقائم بر روی دوایر نصـــ ھ ر روی صـــ

cosقراولروی برابر است با  sina a   مساوی است باو بر روی صفحھ عمود بر صفحھ قراولروی sin cosa a    .  
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ح ضمنا تفاوت تصحیهمزمان ژئوئید نیز اسـتفاده نمود. بدیهی اسـت این روش دقت روش اول را ندارد ولی عملی تر از آن است. 

  بدست آمده از این دو راه قابل اغماض است.

  

  2-2شکل 

  فواصل سمت الرأسی -2-2

تغییرات در حوزه ثقل زمین که آن را تغییر فیزیکی می نامیم یکی از عوامل تغییر دهنده زاویه انحراف قائم در نقاط مختلف است. 

نیز اثر دارد ولی برعکس تصحیحات امتداد ها و زوایاي قسمتی که بر واضـح است که این تغییرات بر روي فواصل سمت الرأسی 

صـفحه قراولروي اعمال می گردد در مورد فواصـل سـمت الرأسی یا زوایاي ارتفاعی این تصحیح در صفحه قراولروي انجام می 

زاویه انحراف قائم بر روي  و با فرض معلوم بودن مؤلفه هاي انحراف قائم خواهیم دید که تصویر 2-1شـود. با مراجعه به شـکل 

  صفحه قراولروي برابر خواهد بود با:

)8-2(                                                                                                       1 12 1 12cos sinz       

1 که در آن 1, 1 در مؤلفه هاي کمان انحراف قائمp12 و 1 آزیموت ژئودتیک ازp 2 بهp .است  

  زاویه سمت الرأسی تصحیح شده عبارت است از: 2-8با توجه به معادله 

)9-2(                                                                             1 12 1 12cos sinR m mz z z z          

  زاویه سمت الرأسی تصحیح شده می باشد. Rzفاصله سمت الرأسی مشاهده شده  mz در این رابطه
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  فواصل -3-2

د. (فاصله فضایی) به سطح بیضوي مورد بحث قرار می گیر در این قسمت موضوع تبدیل فاصله بین دو نقطه واقع بر سطح زمین

. پس از اینکه تصـحیحات مختلف مربوط به دستگاه ها و تصحیحات اتمسفریک به مشاهدات فواصل . .E D M  اعمال گردید

محاسبات تعیین مختصات ژئودزي (البته در ژئودزي ) که براي انجام 2-3بدسـت خواهد آمد (شـکل  L طول مسـتقیم فضـایی

  کلاسیک)، لازم است این فاصله به سطح بیضوي مقایسه تبدیل شود. براي انجام این تبدیل به روش زیر عمل می شود:

  ابتدا رابطه 

)10-2(                                                                                                                          1 2

2

R R
R


  

1 که در آن 2,R R 1 شـعاع هاي انحناي اولر هستند محاسبه می شوند. سپس با استفاده از قانون کسینوس ها در مثلث 2P P O  

  خواهیم داشت:

)11-2(                                                              2 2 2
1 2 1 2(R ) (R ) 2(R )(R )cosL h h h h          

  که

)12-2(                                                                                                                      1 1 1h H N    

2                                                                                                                      )2-13( و 2 2h H N   

1 ارتفاع بیضوي در نقاط 2,P P )می باشندH  ارتفاع ارتومتریک وN  .(ارتفاع ژئوئید است  

2cos                                                                                                )2-14( با قرار دادن  1 2sin
2


     

  و مرتب کردن معادله ، خواهیم داشت: 2-11در معادله 

)15-2(                                                                         2 2 2 21 2
2 1(h h ) 4 (1 )(1 )sin

2

h h
L R

R R


        

1 همچنین در مثلث 2P P O :داریم  

)16-2(                                                                                                                       0 2 sin
2

L R


   

1                                                                                                                            و یا 02sin
2

L

R
   

2                                                                                                         )2-17و با قرار دادن ( 1h h h     

  بصورت زیر بدست خواهد آمد: 2-15معادله 

)18-2(                                                                                                                  2 2 21 2
0(1 )(1 )

h h
L h L

R R
      
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                                                                                                    )2-19( و یا
12 2

2
0

1 2

( )

(1 )(1 )

L h
L

h h

R R

 


 

   

1                                                                                          )2-20( و بنابراین: 02 sin
2

L
S R R

R
      

با استفاده از دو فرمول اخیر می توان یک طول فضایی بین دو ایستگاه زمینی زا تبدیل به طولی واقع بر سطح بیضوي نمود. این 

  فرمول ها داراي دقت کافی براي کارهاي جاري ژئودزي هستند.

ر دسـت باشد که بحث تعیین این ) دNباید توجه داشـت که براي تبدیل یک طول به سـطح بیضـوي لازم اسـت ارتفاع ژئوئید (

  عامل مربوط است به فیزیکال ژئودزي.

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  (تبدیل فاصله فضایی) 2-3شکل                               

بطوریکه دیده شد در مورد تبدیل خطوط باز دقیق به سطح بیضوي در این قسمت اشاره اي به عمل نیامد و این بدان علت است 

. به اسـتثناي اسـتفاده از این خطوط در کالیبراسیون دستگاه هايکه امروزه دیگر  . .E D M  استفاده دیگري از آنها نمی شود و

  در کالیبراسیون نیز نیازي به تبدیل طول به سطح بیضوي نیست.

ــی ــود که فرمول هاي زیادي براي تبدیل طول وجود دارد که بعض ــت تذکر داده ش ــوي هاي  در پایان لازم اس از آنها براي بیض

  مقایسه مشخصی و یا نواحی خاصی از بعضی ممالک مورد استفاده قرار می گیرند.

  تبدیل کمیت هاي محاسبه شده ژئودتیک به اندازه هاي زمینی      -4-2

داده  توضیح حالتی که گاهاً در عملیات و محاسـبات ژئودزي اتفاق می افتد مرحله معکوس مراحلی است که در قسمت هاي قبل

شـد. یعنی با موجود بودن فواصـل و امتداد ها یا زوایاي تبدیل شـده به سـطح بیضوي ، بخواهیم اندازه این کمیت ها را بر روي 

  زمین بدست آوریم.
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به منظور تبدیل یک زاویه محاسـبه شده (تبدیل شده به سطح بیضوي) به زاویه مشاهده شده، ابتدا آزیموت هاي بین نقاط مورد 

, ، به ترتیب تصحیحات 2-4و  2-5،  2-7نظر محاسبه شده و سپس با استفاده از معادلات  , , , ,h g      را محاسبه کرده و با

ــده  ــبه ش بود به آن امتداد اعمال می گردد و به این ترتیب امتداد  اعمال گردیده ijعلامت عکس علامتی که به امتداد محاس

از طریق محاسبه بدست می آید. واضح است که امتدادي که به این نحو بدست می آید دقیقا با آنچه که عملا  ijمشاهده شده 

همین روش براي تبدیل فواصل نیز بکار می  از مشـاهده حاصل خواهد شد یکسان نخواهد بود و انحراف معیاري خواهند داشت.

  داریم: 2-20رود. براي تبدیل این منظور، با استفاده از فرمول 

)a20-2(                                                                                                                   0 2 sin
2

s
L R

R
   

  خواهیم داشت: 2-19ن نحو از فرمول و به همی

)a19-2(                                                                                                 

2 1 2
10
2

2

(1 )(1 )
( )

h h
L

R RL
h

 



  

بین دو نقطه را محاسبه نمود. البته بایستی توجه داشت که  Lبر روي بیضوي می توان فاصله زمینی  sبنابراین با داشـتن فاصله 

در اینجا نیز همانند قبل، بین فاصـله مشـاهده که از طریق محاسـبه بدست می آید با فاصله مشاهده شده عملی انحراف معیاري 

  وجود خواهد داشت.

  مقایسه بیضوي روي بر ژئودتیک مختصات محاسبات : سوم قسمت

 کوتاه خطوط –فرمول پواسون  )3

  مقدمه-1-3

که اثبات کننده و مبتکر آنها بوده ، معروف اسـت و به دلیل آن که اساس  ٤٤این فرمول ها به نام ریاضـیدان پواسـون فرانسـوي

این کیلومتر براي آنها در نظر گرفت. باید دانست که  100در طول  1ppm اثبات آنها بر تقریبات کروي اسـت بایسـتی تصحیح

60 کیلومتر در 250کیلومتر به سرعت کاهش می یابد. به طور مثال در فاصله  100دقت در طول هاي بیشـتر از    میزان ،

  است و بنابراین می گوییم که فرمول پواسون فرمولی است براي خطوط کوتاه. 40ppm تصحیح

 مسئله مستقیم     -2-3

1 رمقادی 1,  1 (مختصـات نقطهP ( ،12s فاصله تبدیل یافته به سطح بیضوي بین ایستگاه هاي) 1 2,P P و ( 12  آزیموت)

1 ژئودتیک امتداد 2PP(  شـکل) 2 ). کمیت هاي خواسته شده عبارتند از3-1داده شـده اند 2,  2(مختصات نقطهP 21 ) و 

2 (آزیموت ژئودتیک امتداد 1P P(.  

  منظور براي حفظ تقریبات کروي از فرمول هاي مثلثات کروي استفاده می شود:محاسبه می شود بدین  2 ابتدا

)1-5(                                                                      2 1 1 2 1 1 2sin sin cos(P P ) cos sin(P P )cos      

                                                           
٤٤ Puissant 



     حمید جعفرزاده           گرد آوري از:                             

  

      

 
۶٣ hamid73j@ymail.com 

  

 (مربوط به فرمول پواسون براي مسئله مستقیم) 3-1شکل 

12ولی 
1 2

1

P P
s

N
  2و 1 d     12و  بنابراین:  

 )2-3(                                                           12 12
1 1 1 12

1 1

sin( d ) sin cos( ) cos sin( ) cos
s s

N N
        

  را می توان بصورت زیر نوشت: 3-2را بدست آورد. طرف چپ معادله  d با توجه به مطالب فوق لازم است اندازه 

)3-3(                                                                   1 1 1sin( d ) sin cos(d ) cos sin(d )         

  با استفاده از بسط سینوس و کسینوس داریم:

)4-3(                                                                                                         

2

3

cos(d ) 1 ...
2

d
sin(d ) d ...

6

d



 

 

 





  

  خواهیم داشت: 3-3که پس از قرار دادن در معادله 

)5-3(                                             
2 3

1 1 1 1 1sin( d ) sin sin cos d cos ...
2 6

d d 
             

12  می توان 3-4با توجه به روابط 

1

sin( )
s

N
12 و 

1

cos( )
s

N
  را بسط داده و از این بسط ها استفاده نمود: 
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)6-3(                                                                                                       

2
12

2
1 1

3
12 12

3
1 1 1

cos( ) 1 ...
2

sin( ) ...
6

s s

N N

s s s

N N N

  

  

  

  بنابراین:

)7-3(                                            
2 3

1 1 1 1

2 3
12 12 12

1 12 1 1 12 12 3
1 1 1

sin cos sin cos ...
2 6

sin cos cos sin cos cos ...
2 6

d d
d

s s s

N N N

 
    

     

   

    

   

  خواهیم داشت: 1cos که پس از تقسیم طرفین این رابطه بر

)8-3(                                   
2 3 2 3

12 12 12
12 1 12 12 3

1 1 1

cos tan cos tan ...
2 6 2 6

s s s d d
d

N N N

 
           

نمود. براي حل این مسئله  در هر دو طرف این معادله نمی توان آن را از این رابطه محاسـبه d واضـح اسـت که بعلت وجود

  دوباره از تقریب کروي استفاده نموده و خواهیم داشت:

)9-3(                                                                                                                      12
12

1

cos
s

d
N

   

  رابطه زیر بدست خواهد آمد: 3-8در  3-9از معادله  d با قرار دادن

)10-3(                   
2 3 2 3

212 12 12 12
12 1 12 12 12 3 2

1 1 1 1

cos tan cos cos tan ...
2 6 2 6

s s s s d
d

N N N N


           

  را محاسبه نمود یعنی: d از این رابطه می توان با تقریب دقیق تري

)11-3(                                                                    
2

212 12
12 1 122

1 1

cos tan (1 cos ) ...
2

s s
d

N N
       

  (از عوامل بالاتر از درجه دو صرف نظر شده است) که می توان آن را بصورت ساده شده زیر نوشت:

)12-3(                                                                           
2

212 12
12 1 122

1 1

cos tan sin ...
2

s s
d

N N
      

  با استفاده از توان دوم رابطه فوق و صرف نظر کردن از قواي بالاتر از سه خواهیم داشت:

)13-3(                                                              
2 3

2 2 22 12
12 12 12 12 3

1 1

cos cos sin tan ...
s s

d
N N

       
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                                                                                              )3-14( همچنین:
3

3 312
123

1

cos ...
s

d
N

    

  خواهیم داشت: 3-8در  3-13و  3-14با جایگزین کردن روابط 

)15-3(                                     

2 3 2
212 12 12 12

12 1 12 12 12 3 2
1 1 1 1

3 3
2 2 312 12

12 12 1 123 3
1 1

cos tan cos cos tan
2 6 2

cos sin tan cos ...
2 6

s s s s
d

N N N N

s s

N N

     

   

  

  



  

                              )3-16( و یا

2 3
2 2 212 12 12

12 1 12 12 12 12 3
1 1 1

3
212

12 123
1

cos tan sin cos sin tan
2 2

cos sin ...
6

s s s
d

N N N

s

N

      

 

 

 



  

  این رابطه را می توان با استفاده از فرمول زیر بصورت ساده تري نوشت:

)17-3(                                                          

3 3
2 2 212 12

12 12 1 12 123 3
1 1

3
2 212

12 12 13
1

cos sin tan cos sin
2 6

cos sin (1 3tan )
6

s s

N N

s

N

    

  

 

  

  

)18-3(                 
2 3

2 2 212 12 12
12 1 12 12 12 12 3

1 1 1

cos tan sin cos sin (1 3tan ) ...
2 2

s s s
d

N N N
             

ثابت و  2P به 1P ارائه نمی دهد زیرا شـــعاع انحناء در طول مقطع قائم از dتري را براي مجهولحل دقیق  3-18معادله 

 ی اســـت از عرض ژئودتیک آن نقطه یعنیفرض شـــده در حالیکه این میزان و اندازه این عامل در هر نقطه تابع 1N برابر بـا

2 1( ), ( )M f N f    براي محاسبه این تغییر در انحناء می توان نوشت1-14و  1-16(رجوع شود به فرمول هاي .(:  

 )3-18(طرف راست معادله                                                                                         ) 19-3(
1

m

d
M

   

 در رابطه
1

mM
 بجاي 

1

1

N
1                                                           )3-20( جایگزین شده و  2

2

M M
Mm


   

  در نظر بگیریم: 2P می توانیم مقدار تقریبی زیر را براي شعاع انحناء در نقطهمجهول است  2 چون مقدار

)21-3(                                                                                                                    2 1 1M M dM   

  پس از مشتق گیري خواهیم داشت: 1-14از معادله 

)22-3(                                                      
5

2 2 2 2 21 2
1 1 1

3
(1 e )( )(1 e sin ) ( 2e sin ) cos

2

dM
a

d
  




      

  :که با این رابطه برابر خواهد بود و با معادله زیر 
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)23-3(                                                                                                   
2

1 1 1
1 2 2

1

3 sin cos

(1 e sin )

dM e
M

d

 

 



  

  نتایج زیر بدست خواهد آمد: 3-20که پس از بکار بردن آن در معادله 

)24-3(                                                                                 1 1 1 1
1

( )

2 2

M M dM dM
Mm M

 
    

)25-3(                                                                                                        1
1

1

( )
2

dM d
Mm M

d



 


 


   

)26-3(                                                                               
2

1 1
1 1 2 2

sin cos3
( )

2 (1 e sin )

e d
Mm M M

  

 


 


  

)27-3(                                                                              
2

1 1
2 2

1 1

sin cos1 1 3
(1 ( ))

2 (1 sin )

e d

Mm M e

  

 


 


   

  خواهیم داشت: 3-19که پس از جایگزینی این رابطه در معادله 

)28-3(              



2 2 3 2 2
12 12 12 1 12 12 12 12 1

2
1 1 1 1 1

2
1 1

2 2
1

cos tan sin cos sin (1 3tan )
( ...)

2 6

3 sin cos
(1 ( ) )

2(1 e sin )

s s s
d

M M N M N

e d

     
 

  

 

 
    




 



  

 d حساب شده و در این معادله بکار می رود. اکنون با محاسبه 3-18آخر با استفاده از معادله  در قسمت d، در این رابطه

   زیر : را از معادله 2می توان 

)29-3(                                                                                                                          2 1 d      

  را می توان از رابطه زیر بدست آورد: 2P طول ژئودتیک نقطه تعیین نمود.

)30-3(                                                                                                                          2 1 d      

  و با بکار بردن تقریب کروي خواهیم داشت: 3-1از شکل 

)31-3(                                                                                                           12

12 2

2

sinsin

sin(90 )sin

d

s

N







   

12                                                                                                           )3-32(  و یا
12 2

2

sin sin sin sec
s

d
N

    

که پس از جایگزین نمودن سـینوس ها در رابطه فوق با بسـط هاي شان به سري تیلور و صرف نظر کردن از قواي بالاتر از سه 

  در این بسط ها می توانیم بنویسیم:
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)33-3(                                                                  
33

12 12
12 23

2 2

... ( ...)(sin sec )
6 6

s sd
d

N N


        

                                                   )3-34(  و یا
3 3

12 12
12 2 12 23

2 2

sin sec sin sec ...
6 6

s s d
d

N N


         

  و صرف نظر کردن از قواي بالاتر از سه خواهیم داشت: 3-34اکنون با استفاده از دو قسمت اول رابطه 

)35-3(                                                                                             
3

3 3 312
12 23

2

sin sec ...
6

s
d

N
     

  که در نتیجه خواهیم داشت:

)36-3(                                                
2

2 212 12
12 2 12 22

2 2

sin sec (1 (1 sin sec ))
6

s s
d

N N
     

 
    

 
  

قسمتی از مسئله مستقیم است حل آن  12گرچه تعیین  را حساب نمود. 2 می توان 3-30 که پس از قرار دادن آن در رابطه

  موکول به قسمت بعد می شود.

 مسئله معکوس          -3-3

1 مقادیر 1,  1 (مختصـات نقطهP 2 ) و 2,   2(مختصـات نقطهP داده شده اند. مجهولات مسئله عبارتند از (12s  فاصله)

2 بین نقاط 1,P P ،( 12 آزیموت از)1P 2 بهPو ( 21آزیموت از)2P 1 بهP 3-2)(رجوع شود به شکل.(  

  شروع می کنیم. با بکار بردن تقریب کروي داریم: 21 براي تعیین این مجهولات ابتدا از

)37-3(                                                                                                              2 1 21360P P P      

1                                                                     )3-38(  و 2 2 1 12 21

1 1
( ) ( 360 )

2 2
P P P P P P          

)39-3(                                                                                                                       12 12 d      

2 نشان دهنده تقارب نصف النهارات بین نقاط d که در رابطه اخیر 1,P P .است   

  

  

  

  

  

  

  (مربوط به فرمول پواسون براي مسئله معکوس) 3-2شکل                        
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  می توانیم بنویسیم: 3-2با مراجعه به شکل 

)40-3(                                                                                                                       21 12 180    

  خواهیم داشت: 3-39از معادله  12 و با جایگزینی

)41-3(                                                                                                              21 12 180d      

  ) رابطه زیر بدست خواهد آمد:3-38) در (3-41از ( 21 سپس با قرار دادن

)42-3(                                                       1 2 2 1 12 21

1 1
( ) ( 360 d 180)

2 2
P P P P P P            

1                                                                                  )3-43(  و یا 2 2 1

1
( ) 90

2 2

d
P P P P P P


      

  :با استفاده از فرمول هاي تانژانت هاي مثلثات کروي خواهیم داشت

)44-3(                                                             
 

 

2 1

2 1

1
cos (90 ) (90 )

2tan(90 ) cot
12 2 cos (90 ) (90 )
2

d d
  

 

  
 

  

   

  که پس از معکوس نمودن رابطه فوق داریم:

)45-3(                                                                                       

1 2

1 2

cos(90 )
2tan tan

12 2cos ( )
2

d d
 

 

 








  

                                                                                     )3-46(  و یا
1 2

1
sin ( )

2tan tan
2 2cos

2

d d

d

  



  

مودن عامل تانژانت با بسط آن به سري تیلور (البته با صرف نظر کردن از قواي بالاتر از سه) خواهیم که پس از جایگزین ن

  داشت:

)47-3(                         
3

3 3sin sec (sin sec sin sec ) ...
2 12 2 2

m m m

d d d d
d d

   
     

 
     

 
   

1 که در این رابطه 2

2
m

 



 .می باشد   

به این ترتیب  12براي تعیین  را بدســت آورد. 21 معین باشــد می توان 12 چنانچه 3-41در  3-47ز ا d با قرار دادن

  را در نظر گرفته و آن را بصورت زیر مرتب می کنیم: 3-28عمل می کنیم که ابتدا معادله 
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)48-3(                                    

2 2
1 12 1 12

12 12 2
1 1 1

2 2
1

3 2 2
12 12 12 1

2
1

tan sin
cos .( )

3 sin cos 2
(1 ( ))

2(1 e sin )

cos sin (1 3tan )

6

M sd
s

e d N

s

N

 


  

 

  


 









  

  بصورت زیر خواهیم داشت: 3-36همچنین با مرتب نمودن معادله 

)49-3(                                             
3 3

3 22 12 12
12 12 12 12 22 2

2 2 2

sin . sin sin sec
sec 6 6

N s sd
s

N N


   

 


  


   

12                     ) 3-50(   داریم: 3-48بر طرفین معادله  3-49اکنون با تقسیم نمودن طرفین معادله 

(3 49)
tan

(3 48)






  

در طرف دوم ، با این رابطه نمی توان به اندازه این کمیت دســت یافت. براي یافتن این  12 واضــح اســت که به ســبب وجود

ــتفاده نموده و ابتدا مقداري اولیه براي آن در نظر می گیریم. این مقدار تقریبی را می توان با حذف ترم  مجهول از روش تکرار اس

می توان از معادلات  12sبدست آورد. همچنین براي تعیین مقدار تقریبی اولیه  3-50هاي دوم به بعد در صـورت و مخرج کسر 

معین باشد  12 لازم اسـت مقدار 12sبرايبا حذف ترم هاي مزبور اسـتفاده نمود (البته در تعیین مقدار تقریبی  3-49و  48-3

ــپس روش تکرار را به همان ترتیب که در  ــتفاده نمود). و س ــد اس که بدین منظور می توان از مقدار تقریبی آن که در بالا ذکر ش

 ناچیز شود ادامه می یابد یعنی تا وقتی که 12s و 12ت در بخش اول ذکر گردید انجام می دهیم. تکرار تا مرحله اي که تغییرا

0.001s m  12 و 0.002   .شود  

  مستقیم و معکوس با بکار بردن فرمول هاي پواسون خلاصه معادلات مربوط به حل مسائل      -4-3

مراحل مختلفی را که براي حل مسـائل مسـتقیم و معکوس با اسـتفاده از فرمول هاي پواسون لازم است اجرا شود آورده در زیر 

  شده است. ابتدا مراحل مختلف مسئله مستقیم ذکر می گردد:

1 ) ،1-14) و (1-16با فرمول هاي ( -١ 1,N M حساب می شوند 

 ) بدست می آید3-18با استفاده از فرمول ( d مقدار تقریبی -٢

٣- d ) و3-28با رابطه ( 2 ) محاسبه می شوند3-29با فرمول ( 

۴- 2N ) تعیین می شود1-16با استفاده از معادله ( 

d ) ،3-36با بکار بردن رابطه ( -۵   ) 2 )3-30و سپس با حساب می شوند 

۶- d ) و3-47با معادله ( 21 ) بدست می آیند3-41با معادله ( 

  شرح زیر خلاصه کرد:به همین ترتیب مراحل لازم براي حل مسئله معکوس را می توان به 

١- 1M ) 1 ) و1-14با معادله 2,N N ) محاسبه می شوند1-16با ( 

2- 12 ) بدست می آید3-50با استفاده از ( 

 ) حساب می شوند3-41) و (3-47معادله هاي (به ترتیب با  21 و سپس d مقادیر -٣

 بدست می آید 12s ) مقدار3-49) یا (3-48با استفاده از فرمول هاي ( -۴



     حمید جعفرزاده           گرد آوري از:                             

  

      

 
٧٠ hamid73j@ymail.com 

  فرمول هاي گوس براي عرض هاي متوسط     -5-3

کیلومتر  50در طول هاي کمتر از  ابداع و منتشر شد. اساس آنها بر تقریبات کروي . کاربرد آنها 1861این فرمول ها ابتدا در سال 

  درجه است. فرمول هاي آن ها به شرح زیر است: 80در عرض هاي کمتر از 

)51-3(                                                                                                                   sin md d      

)52-3(                                                                                                            12 cos
( )ms

d
Mm


    

)53-3(                                                                                                          12 sin
( )

cos
m

m

s
d

Mm


 


   

12)3-54(    که در این روابط
2

m

d
    .است  

-47) با قسمت هاي اول معادلات (3-51) و (3-52) و (3-53تشـابهات این فرمول ها با فرمول هاي پواسون از مقایسه روابط (

  ) آشکار خواهد شد.3-36) و (3-28) و (3

را بطور تقریبی  dعرض هاي متوسط باید از روش تکرار استفاده شود. ابتدا می توان  براي حل مسئله مستقیم با فرمول هاي

را با استفاده از  2 حسـاب نمود و سـپس اولین تقریب Mm بجاي 1M و m با بکار بردن آزیموت مشـاهده شـده بجاي

) محاسبه نمود. 3-51را با ( d ) بدسـت آورد و از آنجا3-30را با ( 2 ) و3-53را با اسـتفاده از ( d )، اولین تقریب29-3(

) بنابراین براي( d و d تقریبی متوالی براياکنون بـا بکـار بردن مقادیر  , )m m   ( می توان روش تکرار را تا زمان

d دستیابی به حدود خواسته شده ادامه داد و بالاخره   2را براي تعیین .بایستی محاسبه کرد  

) قابل محاسبه است. 1-47با رابطه ( d در دست است. m مسـئله معکوس بدون اسـتفاده از روش تکرار حل می شود زیرا

tanهمچنین  m ) ــیم 21 ) و از آنجا3-52) بر (3-53از تقس 12,  ) ــت می آیند و بالاخره3-43با را می توان با  12s ) بدس

  ) حساب کرد.3-53) و (3-52بکار بردن یکی از فرمول هاي (

  دیگر فرمول هاي خطوط کوتاه     -6-3

 ٤٥وجود دارد مانند: فرمول تقریبی کلاركئل مســـتقیم و معکوس در مورد طول هاي کوتاه فرمول هاي زیادي براي حل مســـا

کیلومتر). تمام این نوع فرمول ها براي حل مسائل  1000متر در  15( Lillyو فرمول تقریبی  )1ppm کیلومتر در 150(کمتر از 

براي طول هاي بلند که در  Besselمســـتقیم و معکوس بر اســـاس تقریبات کروي هســـتند و دقت فرمول هایی مانند فرمول 

  مورد بررسی قرار می گیرند فاقدند. 4قسمت 

  

  

  

                                                           
٤٥ Clark 



     حمید جعفرزاده           گرد آوري از:                             

  

      

 
٧١ hamid73j@ymail.com 

  

  

  کلیات 

آن دسته از تصاویر هستند که زوایاي روي سطحی را که می باید تصویر شوند، همان اندازه اصلی شان را حفظ ٤٦ تصاویر متشابه

اعمال آنها زوایاي متناظر روي سطح اصلی و سطح تصویر باهم برابر خواهند بود. در  می نمایند یعنی سـیستم هایی هستند که با

می نامیم. در ارتباط بین نقاط واقع بر ٤٧ژئودزي سطح مورد نظر بیضوي است و سطح تصویر صفحه است که آن را صفحه تصویر

داشت. این دو مجموعه مختصات عبارتند  روي بیضـوي و نقاط واقع بر صفحه تصویر با دو مجموعه مختصات سر و کار خواهیم

)از : عرض و طول ژئودتیک  , )  و مختصات نقاط تصویر شده بر روي صفحه تصویر (x, y) .  

)مختصــات ژئودتیک٤٨مطالب این بخش در دو قســمت مطرح خواهند شــد. در اولین قســمت تبدیل , )   به مختصــات نقاط

,x)تصویر شده y)  و بالعکس مورد مطالعه قرار می گیرد و قسمت دوم شامل محاسبات مختصات ژئودتیک است بر روي صفحه

  .تصویر متشابه. قسمت اول را تصویر یا تبدیل متشابه و قسمت دوم را محاسبات بر روي صفحه تصویر می نامیم

 تصاویر متشابهمقدمه اي بر  )١

همانطوري که در کلیات گفته شـد، یک تصـویر متشـابه در ژئودزي تصویري است از یک شکل هندسی واقع بر رویه بیضوي بر 

  روي یک صفحه بطوریکه اندازه زوایاي آن شکل پس از تصویر شدن حفظ شوند.

  بطور کلی می توان مفهوم چنین تصویر یا تبدیلی را با شکل زیر بیان نمود:

  

  (تصویر متشابه مثلثی واقع بر روي بیضوي روي صفحه) 3-1شکل 

  

                                                           
٤٦ conformal 
٤٧ Map plan 
٤٨ Mapping 

  بخش سوم سیستم تصویر متشابھ
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i در این شـکل مثلث بیضوي j kP P P 1 ( با اعمالf(mapping تبدیل به مثلث مسطحاتی i j kP P P  شده و بالعکس. مثلث

مبدل به مثلث بیضوي اولیه گردیده بطوریکه زوایاي این دو مثلث باهم برابرند. مسئله اساس در  2f(mapping ( اخیر با اعمال

2اسـت که ما آنها را براي رعایت اختصـار تنها با  mappingبحث تصـاویر متشـابه یافتن این دو  1,f f  نشان خواهیم داد. این

)اسـت که چنانچه مختصـات ژئودتیک نقطه اي واقع بر بیضـوي را با بدان معنی  , )  1و مختصات آن را پس از اعمالf با 

*(x, y   نشان دهیم خواهیم داشت: (

)١-١(                                                                                                          1(x iy) f ( i )         

x, و اگر مختصات y 2 نقطه اي را بر روي صفحه تصویر داشته باشیم پس از اعمالf :خواهیم داشت  

)2-1  (                                                                                                               2( i ) f (x iy)     

2 در حقیقت 1,f f 1. هاي متشابه است توابع تحلیلی هسـتند که آنها هدف اصلی و مسئله اساسی در بحث سیستمi    و

  علت بکار بردن متغیرهاي مختلط در این درس بحثی است که درآینده به آن خواهیم پرداخت.

و  1-1با توجه به مطالب فوق واضـح اسـت که در این قسمت با دو مسئله روبرو هستیم. این دو مسئله عبارتند از: حل معادلات 

  ه ترتیب مسائل مستقیم و معکوس می نامیم.که آن ها را ب 2-1

براي حل این مسـائل لازم اسـت مروري کوتاه به جبر اعداد مختلط به عمل آید که این موضوع در قسمت دوم مورد بحث قرار 

خواهد گرفت. همچنین مطالب مورد نیاز از هندسـه دیفرانسـیل در قسمت سوم مرور خواهد شد. در قسمت چهارم ، اصول نظریه 

صـاویر متشـابه و در قسـمت هاي پنجم تا هشـتم تصـاویر متشـابه مرکاتور، ترانسورس مرکاتور ، سیستم مخروطی لامبرت و ت

  استرئوگرافیک مطالعه خواهند شد. در قسمت نهم مجموعه اي معادلاتی که قبلا ذکر گردیده بطور اختصار ارائه خواهد گردید.

 مروري بر متغیرهاي متغیر )2

مختلف تصاویر متشابه می توان از جبر اعداد مختلط استفاده نمود. هدف از این قسمت مروري است کوتاه  در گسـترش معادلات

  بر بخش هایی از جبر مختلط که در این بحث مورد نیاز می باشد.

 قوانین حساب مختلط -1-2

)٢-١(                                                                                                          ; 1z a ib i      

a, که در آن b  اعداد حقیقی وi :عدد موهومی است. تعاریف و قوانین زیر برقرار است  

 است مختلط. یعنی: مجموع دو عدد مختلط عددي -1

)2-2(                                                             1 2 1 1 2 2 1 2 1 2(a ib ) (a ib ) (a a ) i(b b )z z           

 جمع داراي خاصیت انجمنی است: -2

)3-2(                                                                                                     1 2 3 2 1 3(z z ) z (z z )z        

 هر عدد مختلط داراي یک عدد متقارن نسبت به صفر یکه است یعنی: -3
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 )4-2(                                                                                                                      
z a ib

z a ib

 

   
  

 جایی است:جمع داراي خاصیت جاب -4

)5-2(                                                                                                                       1 2 2 1z zz z    

 ضرب بصورت زیر تعریف می شود: -5

)6-2(                                           1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1 3. (a ib ).(a ib ) (a a ) i(b b ) (a b a b ) zz z i         

 ضرب داراي خاصیت انجمنی است یعنی: -6

)7-2(                                                                                        1 2 3 2 1 3 3 2 3.(z .z ) z .(z .z ) z .(z .z )z    

 هر عدد مختلط مخالف صفر داراي یک معکوس صفر است یعنی: -7

)8-2(                                                        1

2 2 2 2 2 2

1 1
.
a ib a ib a b

z i
z a ib a ib a b a b a b

  
    

    
   

 برابر است: zعدد مزدوج  -8

)9-2(                                                                                                                           z a ib   

  صفحه مختلط      2-2

  بصورت زیر است: Zبطوریکه می دانیم فرم کلی یک عدد مختلط مانند 

)10-2                                                                                                             (               1 1z x iy    

 بطور هندسـی می توان به یک بردار در یک سـیستم مختصات متعامد در فضاي دو بعدي تفسیر نموده و نمایش داداین عدد را 

  ).2-1(شکل 

  

  2-1شکل 
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oz تصویر بردار zبطوریکه در این شـکل می بینیم قسـمت حقیقی عدد 


صویر ت Z ها و قسمت موهومی عددXبر روي محور  

oz بردار


). در این 2-2ها . همچنین می توان این عدد مختلط را بصــورت قطبی زیر نمایش داد(شــکل yاســت بر روي محور  

  حالت خواهیم داشت:

)11-2(                                                                                                         cos . sinz r i r     

  زیرا با توجه به شکل داریم:

)12-2(                                                                                                                           1

1

cos

sin

x r

y r








   

  

  2-2شکل 

  مدول آن نامیده شده و عبارتند از: rو  Zآرگومان عدد   زاویه

)13-2(                                                                                                                           1 1

1

tan
y

x
    

)14-2(                                                                                               
1

2 2 2
1 1(x y )r z x iy        

  صفحه مختلط نامیده می شود. xyصفحه 

  توابع مختلط     3-2

w(z))     ٢-١۵(   در معادله f    که در آنz  ــت مختلط. اگر به ازاء هر مقدار وجود  wیک چند مقدار براي  zعددي اس

متغیر وابســته اســت.  wمتغیر مســتقل و  zمی نامیم. همچنین می توان گفت  zرا تابع مختلط از متغیر مختلط  wداشـته باشــد 

2w)2-16(   بعنوان مثال تابع z   یکه براي تابعی اســـت که به ازاء هر مقدارf  تعریف می کند. این چنین توابعی را، یک

2w)2-17( مقداري یا توابع یکه می نامیم. تابع زیر مثالی است از توابع چند مقداري : z . در بحث تصاویر متشابه تنها توابع

  یکه مورد توجه است.

  بطور کلی در مورد توابع مختلط روابط زیر بر قرار است:

)18-2(                                                                  (z) u i.v f(x iy) (x, y) i .v(x, y)w f u         
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  عبارت است از: wو عدد مزدوج 

)19-2(                                                                                             (z) (x, y) i .v(x, y)w f u    

  شرط تشابه بر روي دو صفحه مختلط، شروط کوشی و ریمان       -4-2

در این قسـمت ابتدا مشتق یک تابع مختلط تعریف شده و پس از استخراج معادلات کوشی و ریمان، ارتباط این معادلات با شرط 

  تشابه بیان خواهد شد.

    که نقاط واقع بر آنها با معادله wو  Zدو صفحه 

)20-2(                                                                                             (z) u i.v f(x iy)w f      

  ).2-3را در نظر می گیریم (شکل  Cنقطه متناظر آن  Wو در صفحه  Aنقطه  zباهم مرتبط اند، تعریف شده اند. در صفحه 

  

  2-3شکل 

 wدر صفحه  Dنقطه اً حاصـل این مو است. به دنبال این نمو متناظر Bداده شـده و نقطه  zنمو  Aبه نقطه  Zدر صـفحه 

  بدست خواهد آمد. این دو نمو را می توان به ترتیب زیر تعریف نمود:

)21-2(                                                                                                           AB z x i y        

)22-2(                                                                                                          CD w x i y        

  عبارت است از: f(z) مشتق

)23-2(                                                                                                                
0

(z) lim
z

w
f

z 


 


   

. باید یکه باشد. چونو چنانچه این عدد وجود داشـته باشد مقدار آن  , u u(x, y), v v(x, y)w u i v     بنابراین می ،

  توانیم بنویسیم :

)24-2(                                                                          ( )
u u v v

w x y x y
x y x y

   
        

   
   

  می توان بصورت زیر نوشت: 2-21معادله فوق را با در نظر گرفتن رابطه 
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)25-2(                                                                                  

( )

1

u v u v y
i i

w x x y y x
yz i
x

    
  

     


 


   

  بنابراین خواهیم داشت:

)26-2(                                                                 
0

( )

(z) lim

1
z

u v u v y
i i

w x x y y x
f

yz i
x

 

    
  

     
  

 


   

                                                                           )2-27(  و یا

( )

(z)

1

u v u v dy
i i

x x y y dx
f

dy
i

dx

   
  

   
 


  

 بستگی به مقدار 2-27واضـح اسـت که سمت راست رابطه 
dy

dx
 می بینیم این مقدار، شیب خط 2-3دارد و بطوریکه در شکل  

AB :است یعنی  

)28-2(                                                                                                                     
0

lim
z

y dy

x dx 





   

f(z) بنابراین   ــیله رابطه ــده بوس z) در نقطه 2-27تعریف ش x iy)A   یکه نخواهد بود زیرا B  می تواند هر نقطه اي

f(z) باشد. این واقعیت با شرط یکه بودن مقدار z و به شـعاع A واقع بر محیط دایره اي به مرکز  اقض است. در هر متن

نقطه اي 
dy

dx
f(z) مقدار خاصی است و بنابراین براي دستیابی به یک مقدار یکه براي    می باید شرطی را برقرار نمود که بر

مستقل از  2-27اساس آن رابطه 
dy

dx
  نظر گرفته می شود:شود. بدین منظور دو شرط زیر در  

)29-2(                                                                                                                                   0
dy

dx
  

)30-2(                                                                                                                                  
dy

dx
   

 2-27ها. با اعمال دو شــرط معادله  yها و  xاســت به ترتیب با محور  AB برقراري این شــروط معادل موازي نمودن خط

  بصورت زیر بدست خواهد آمد:

)31-2(                                                                                                                 (z)
u v

f i
x x

 
  

 
  

)32-2(                                                                                                           
1

(z) ( )
u v

f i
i y y

 
  

 
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f(z) ولی با توجه به اینکه در هر نقطه   می باید مقداري یکه باشـد شـرط دیگري بصورت زیر که طی آن دو مقدار فوق برابر

  می شود در نظر گرفته می شود:

)33-2(                                                                                       
1

(z) ( )
u v u v

f i i
x x i y y

   
    

   
  

چنانچه قسمت هاي حقیقی و موهومی تساوي دوم در این رابطه باهم مساوي قرار داده شوند دو شرط زیر که به شروط کوشی و 

  ریمان معروف هستند بدست خواهند آمد:

)34-2(                                                                                                                            

u v

x y

u v

y x

 


 

 
 

 

   

f(z) در بحث فوق ملاحظه می شــود که در ارتباط با یافتن معادلات کوشــی و ریمان همه جا شــرط یکه بودن   مورد توجه و

تاکید می باشد. این نکته در این نوع تصاویر حائز اهمیت بسیار زیادي است بطوریکه می توان گفت اساس ریاضی آنها را تشکیل 

با تغییر مختصري است در نظر می گیریم. همچنین  2-3را که همان شـکل  2-4می دهد. براي روشـن شـدن موضـوع شـکل 

  : ٤٩در تعریف مشتق در نظر خواهیم داشت رابطه ابتدایی زیر را

)35-2(                                                                                                         
0

(z) lim
z

w dw
f

z dz 


  


   

  

  2-4شکل 

1 در این شکل 2,D,D ,dw ,C dw 1 به ترتیب متناظر 2, , , ,A B B dz dz .هستند  

f(z) شـرط یکه بودن  به این نکته است که مقدار آن بستگی به جهت ، dz ندارد یعنی اگر در هر سري دیفرانسیلz  را در

f(z)نظر بگیریم  در نقطه (z)A :مقداري است ثابت. این موضوع را به زبان ریاضی می توان با رابطه زیر بیان نمود  

                                                           
1 در ٤٩ 2 1 2,dz , ,dz dw dw  ت��ا �شان د�نده دیفرا�سیل در ج�ت مخالف است و برای روشن شدن مطلب ب�ار رفتھ است. ۲و ۱اند�س �ای  
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)36-2(                                                                                                               1 2

1 2

(z)
dw dw

f
dz dz

     

f(z) نچهاکنون چنا  1 را در نقطه(z dz )B  در نظر می گیریم. با توجه به یک مقداري بودن تابع مورد بحث، نقاط متناظر 

2(z dz ), (z)B A  نقاط واقع در همسایگی بی نهایت کوچک نقطه) B همان نقاط ( (cw) 1 و 2(w dw )D    خواهند

f(z)بود و بدلیل یکه بودن   :در هر نقطه اي از این فضاي دو بعدي خواهیم داشت  

)37-2(                                                                                       2 11

1 2 1

(w dw ) D(w dw )

(z dz ) B(z dz )

Ddw

dz B

   


   
   

  به رابطه زیر خواهیم رسید: 2-36و  2-37اکنون با مقایسه دو معادله 

)38-2(                                                                           2 11 2

1 2 2 1

(w dw ) D(w dw )

(z dz ) B(z dz )

Ddw dw

dz dz B

   
 

   
  

ــت که دو مثلث بی نهایت کوچک CDD, این معادله بیان کننده این اس ABB   ــابه اند و در نتیجه زاویه مماس رئوس متش

A,متناظر دو مثلث در دو صـفحه برابرند (مانند زاویه  C  و اصـولا نامگذاري این سیستم تصویر به همین دلیل است یعنی در (

  می شود.این سیستم هر شکل هندسی بی نهایت کوچک بصورت مشابه خود تصویر 

) این است که چنانچه از طرفین ابن معادلات مشتق جزئی نسبت به 2-34نکته مهم در مورد معادلات کوشی و ریمان (معادلات 

,x y :گرفته شود خواهیم داشت  

)38-2(                                                                      
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
,

v u u u v v

x y x y x y x y

     
     

       
   

u, و بنابراین v  پلاس صدق می کنند یعنیلاهر دو در معادلات:  

)39-2(                                                                                                            

2 2
2

2 2

2 2
2

2 2

0

0

u u
u

x y

v v
v

x y

 
   

 

 
   

 

   

دهنده این است که گرادیان تابع برداري در هر نقطه مقدار است ثابت. یعنی مشتق تابع بستگی به جهت مشتق گیري  که نشـان

ــکل  ندارد. ــفحه  2-4در ش ــبت یک طول بی نهایت کوچک در ص ــفحه  wنس  را zبه طول بی نهایت کوچک متناظرش در ص

( )
dw

dz
f(z) است با می نامند. این مقدار که برابر ٥٠    در هر نقطه مطابق توضیحات فوق مستقل از جهت مشتق گیري است

یعنی بســتگی به آزیموت ندارد و تنها تابع موقعیت یا بعبارت دیگر مختصــات نقطه اســت. هر کمیتی را که به آزیموت بســتگی 

   می نامند. با توجه به این موضوع به تعریف مهم زیر در سیستم تصاویر متشابه دست می یابیم: Isotropicنداشته باشد 

  »Isotropicکمیتی است  scale factorدر تصاویر متشابه «

                                                           
٥٠ Scale factor  
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  (شروط کوشی و ریمان) می توان رابطه زیر را نیز نتیجه گرفت: 2-34از معادلات 

)38-2(                                                                                                            . . 0
u v u v

x x y y

   
 

   
    

x, که تعبیر هندسـی آن این است که دسته منحنی هاي واقع در صفحه y  ،متناظر با مقادیر ثابت , vu  ، در تمام نقاط شان

  در زاویه قائم یکدیگر را قطع می کنند.

  توابع مختلط خاص      -5-2

تساوي ها و معادلات ریاضی که در زیر خواهیم دید ر بحث سیستم تصویر متشابه داراي اهمیت اند. اولین تساوي که رابطه بین 

موسـوم است. این نظریه بطور اختصار توضیح داده می شود. » ٥١موآور«می کند به نظریه ضـرایب و قواي توابع مثلثاتی را بیان 

  بدین منظور چنین می نویسیم:

(cos isin )z x iy r        

  حاصل ضرب دو عدد مختلط عبارت است از:

)39-2(

   
1 2 1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

(cos isin ) (cos isin )

r cos cos sin sin (cos sin cos sin ) r cos( ) isin( )

z z r r

r i r

   

           

   

      
   

1 عدد مختلط و با فرض nبا تعمیم رابطه فوق در مورد حاصـــل ضـــرب  2 1 2... , ...n nr r r r           

  خواهیم داشت:

   cos sin (cos sin )
nn nz r n i n r i        

                                                                             )2-40( و یا cos sin (cos sin )
n

n i n i       

و نمایی را به هم مربوط می کند. این فرمول بعدا در اســتخراج معروف اســت که توابع مثلثاتی 52دومین تســاوي به فرمول اولر

  معادلات تصویر متشابه لامبرت بکار خواهد رفت. براي بدست آوردن این تساوي ابتدا از بسط زیر استفاده می کنیم:

)41-2(                                                                                                
2 3

1 ...
2! 3! n!

n

e   
        

  که مشابهاً می توان رابطه زیر را نوشت:

)42-2(                                                                               
2 3( ) ( ) ( )

1 ...
2! 3! n!

n
i i i i

e i   
       

  که پس از جدا نمودن قسمت هاي حقیقی و موهومی رابطه فوق خواهیم داشت:

                                                           
٥١ Moivre 
٥٢ Euler  
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2 4 6 3 5 7

(1 ...) i( ...)
2! 4! 6! 3! 5! 7!

ie       
             

cos                                                                                                          )2-43( و یا sinie i      

ie همچنین با تبدیل  به ie   خواهیم داشت:در رابطه فوق  

)44-2(                                                                                                                cos sinie i     

  با ترکیب دو رابطه اخیر به روابط مفید زیر خواهیم رسید:

)45-2(                                                                                                              
1

cos (e e )
2

i i      

)46-2(                                                                                                             
1

sin (e e )
2!

i i     

 2-45و  2-46در معادلات  بجاي  zآخرین دسـته فرمول ها، روابط سـینوسی و کسینوسی اعداد مختلط هستند. با جایگزینی 

  خواهیم داشت:

)47-2(                                                                                                                
1

cosz (e e )
2

iz iz   

)48-2(                                                                                                           
1

sinz (e e )
2!

iz iz   

                                                                        )2-49( همچنین 

(cosy i.siny)z x iy x iy xe e e e e      

  مروري بر هندسه دیفرانسیل )3

منظور از بحث این قسـمت مروري اسـت کوتاه بر بخش هایی از هندسـه دیفرانسـیل. در این قسمت معادلات پارامتریک رویه، 

  و زاویه بین منحنی هاي پارامتریک مورد مطالعه قرار خواهند گرفت.    مقادیر اصلی     

 معادلات پارامتریک رویه-1-3

  معادله ضمنی یک رویه عبارت است از:

)1-3(                                                                                                                   ٥٣ (x, y, z) 0F   

  و معادلات پارامتریک آن را می توان بصورت زیر نوشت:

)2-3(                                                                                                                             

( , )

y y( , )

( , )

x x

z z

 

 

 







   

                                                           
٥٣ , ,X Y Z عنوان مختصات نقاط واقع بر رو�ھ کھ می باید تصو�ر شوند و� ,x y .عنوان مختصات نقاط واقع بر صفحھ تصو�ر ب�ار می روند�  
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, ,x y z مختصـات کارتزین و ,  براي مثال معادله ضـمنی کره اي به شعاع . مختصـات منحنی الخط هسـتندR  عبارات

  است از:

)3-3(                                                                                           2 2 2 2(x, y,z) x 0F y z R       

و معادلات پارامتریک آن

( , ) Rcos cos

y y( , ) Rcos sin

( , ) Rsin

x x

z z

   

   

  

 

 

 

ــد که   , می باش   ــتند. به به ترتیب عرض و طول کروي هس

  معادلات ضمنی و پارامتریک  بیضوي را می توان این چنین نوشت:همین ترتیب 

)4-3(                                                                                                      2 2 2 2x 0F y z N      

)5-3(                                                                                                                  

2

cos cos

cos sin

(1 e )sin

x N

y N

z N

 

 







 

  

,که در این معادلات   به ترتیب عرض و طول ژئودتیک وN  شعاع انحناء مقطع قائم اصلی در هر نقطه هستند. با استفاده از

 1C مساوي مقدار ثابت  معادلات پارامتریک یک رویه می توان هر خم خاصی را بر روي آن مشخص نمود. بعنوان مثال: اگر

  :ورت زیر بدست آوردباشد می توان معادلات پارامتریک آن را بص

)6-3(                                                                                                                           
1

1

1

( , )

( , )

( , )

x x C

y y C

z z C













   

2C و یا معادلات پارامتریک خم   بود:بر روي سطح بصورت زیر خواهند  

)7-3(                                                                                                                           
2

2

2

( , )

( , )

( , )

x x C

y y C

z z C













  

)معادلات یک خم اختیاري با  , )s    رابطه خاصی بیننشان داده خواهد شد که در اصل نشان دهنده ,  .می باشد  

  کمیت هاي اصلی گوس -2-3

کمیت هاي اصلی گوس وسیله اي هستند براي بیان خواص هندسی سطحی که می باید بر روي صفحه یا سطح دیگري تصویر 

  شوند.

,x) به مختصـــات  P خمی اختیاري بر روي رویه اي در نظر گرفته و نقطه مانند y, z)  و نقطه دیگر به فاصـــله بی نهایت

x) به مختصات Q نزدیک به آن مانند , y , z )x y z       3-1بر روي آن خم مشخص می کنیم (شکل.(   
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  3-1شکل 

  نشان می دهیم. بنابراین خواهیم داشت: sرا با  PQ و کمان L را با PQ همچنین طول وتر

)8-3(                                                                                                          2 2 2 2L x y z       

)9-3(                                                                                           2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )
L x y z

s s s s

   
  

   
  

  تبدیل شده و خواهیم داشت: sبه P  ،L به طرف Q و با میل نقطه

)10-3(                                                                                                   2 2 2( ) ( ) ( ) 1
x y z

s s s

  
  

  
  

, که می توان مقادیر ,
x y z

s s s

  

  
را می توان  3-10وي سطح تعبیر نمود. بنابراین رابطه را به کسینوس هاي هادي خطی ر 

2    )3-11(  بصورت  2 2 2s x y z      .نوشت  

  می دانیم:

)12-3(                                                                                                                           

( , )

y y( , )

( , )

x x

z z

 

 

 







  

  بنابراین داریم:

)13-3(                                                                                                            

x x
dx d d

y y
dy d d

z z
dz d d

 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

   

بین تغییرات در طول کمانی واقع معادله زیر که  3-11و جانشین کردن آن ها در فرمول  3-13با استفاده از توان هاي دوم روابط 

  بر رویه بر حسب تغییرات در مختصات منحنی الخط است بدست خواهد آمد:
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)14-3(                                                                                            
2 2 22ds Ed Fd d Gd       

                                                                              )3-15(  که در آن

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )

. . .

( ) ( ) ( )

x y z
E

x x y y z z
F

x y z
G

  

     

  

  
  

  

     
  
     

  
  

  

                                                                                 

,. می باشـد ,E F G  4-3و  4-2به کمیت هاي اصـلی گوس براي یک رویه موسوم اند. مورد استفاده آن ها در قسمت هاي 

  ) و شرایط تشابه ارائه خواهند شد.scale factorکه در آنجا به ترتیب تعاریف تفصیلی ضریب اشل (مثل 

  کمیت هاي فوق براي بیضوي عبارتند از:

)16-3(                                                                                                                       

2

2 2

0

cos

E M

F

G N 







   

   در مورد بیضوي بصورت  3-14و بنابراین رابطه 

)17-3(                                                                                             2 2 2( ) ( cos )ds Md N d      

                                                                       )3-18(  و یا
2

2 2 2 2 2 2

2
cos sec

M
ds N d d

N
   
 

  
 

  

  خواهد بود.

  زاویه بین منحنی هاي پارامتریک -3-3

را براي خم  3-13بدین منظور روابط در این قسـمت اندازه زاویه بین دو خم بر حسـب کمیت هاي اصـلی گوس بیان می شود. 

1 هاي 2,C C   ) نشــان دهنده مقادیر 3-1) بر قرار می کنیم. جدول 3-2شــکل (dx,dy,dz)  حاصــل از بر قراري

  روابط فوق در مورد منحنی هاي مذکور است.

  

                                     

  

  

  

  

  3-1جدول                                                              3-2شکل                                       
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1C ) براي این منحنی ها محاسبه شود. براي منحنی3-14(معادله  sهمچنین لازم اسـت که دیفرانسیل کلی طول گوس   

0dداریم:   و بنابراین   

)a19-3(                                                                                                                       ds Gd    

2C و در مورد  0 کهd  :خواهیم داشت  

)b19-3(                                                                                                                       ds E d   

  

1 بین نصف النهار و مدار عبارت از زاویه دو بردار مماس  زاویه 2,T T  است و از رابطه 3-2(شکل (:  

)20-3(  1 2 1 2 1 2cos J J K K L L      ــود. در این معادله ــاب می ش , حس ,J K L ــینوس هاي هادي دو بردار  کس

1 2,T T  می باشند و با استفاده از روابطb19-3  وa19-3  محاسبه می شوند:بطریق زیر  

)a20-3(                                                                                                        

1

1

1

1
.

1
.

1
.

dx x
J

ds G

dy y
K

ds G

dz z
J

ds G














 




 




 



   

)b20-3(                                                                                                           

2

2

2

1
.

1
.

1
.

dx x
J

ds E

dy y
J

ds E

dz z
J

ds E














 




 




 



  

  خواهیم داشت: 3-20در  a20-3و  b20-3که پس از جایگزین کردن روابط 

)21-3(                                                                        
1

cos . . .
x x y y z z

EG


     

      
         

   

  ، معادله زیر بدست می آید: Fبا توجه به اینکه مقدار داخل کروشه برابر است با کمیت اصلی گوس 

)22-3(                                                                                                                        cos
F

EG
    

صفحه). این فرمول زاویه بین یک نصف النهار و یک مدار را  -بیضوي –مورد هر رویه اي صادق است (مثلا کره  معادله فوق در

  که مطابقت از شرطی می کند بکار برد. بیان می کند و می توان آن را براي تعیین یک زاویه و یا اعمال مقدار معینی از 

ــوي فرمول  ــت کهدر مورد بیض ــانگر این واقعیت اس 90 فوق نش   ــد زیرا همانطور که می دانیم (روابط ) در 3-16می باش

,0بیضوي  , 0F E G  .  
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  تصاویر متشابه بطور کلی )4

ورد مطالعه م در این قسمت مسئله کلی تصویر متشابه سطح بیضوي روي صفحه شرح داده خواهد شد. مطالبی که در این بخش

)، شرط تشابه، تعیین ضریب اشل، scale factor، تعریف تفصـیلی ضریب اشل (Isometricقرار می گیرند عبارتند از: صـفحه 

  هندسه منحنی هاي تصویر شده و تقارب نصف النهار است.

 Isometricصفحه -1-4

در بحث تصـاویر متشـابه با سه رویه سر و کار خواهیم داشت: یکی رویه اي که باید تصویر شود، دیگري صفحه تصویر و سومی 

با استفاده از  Isometric. در ژئودزي رویه اولی رویه بیضوي است. صفحه  Isometricصـفحه اي است واسطه به نام صفحه 

  د که در این فرمول داشتیم:تعریف می شود. یاد آوري می شو 3-18معادله 

)1-4(                                                                               
2

2 2 2 2 2 2

2
cos sec

M
ds N d d

N
   
 

  
 

  

  : با رابطه زیر  با تعریف کمیت جدید

)2-4(                                                                                                                sec
M

d d
N

     

  را می توان بصورت زیر نوشت: 4-1معادله 

)3-4(                                                                                              

2 2 2 2 2cosds N d d       

توجه به مقدار داخل کروشه در رابطه فوق می توان دید که این مقدار مربع دیفرانسیل فاصله را بر روي یک صفحه تداعی می با 

ــفحه ــفحه   کند. این ص ــفحه طول ژئودتیک  Isometricص ــات روي این ص ــود. مقادیر مختص )نامید می ش )  و عرض

metricIso ( ) می باشند.  

) بر حسب عرض ژئومتریک Isometricبراي بیان عرض   ) :رابطه زیر بکار می رود  

)4-4(                                                                                                               
0 0

sec
q

M
d d

N



  
   

  و بطوریکه می دانیم:

)5-4(                                                                                                                
2

3
2 2 2

(1 e )

(1 e sin )

a
M








   

)6-4(                                                                                                                 
1

2 2 2(1 e sin )

a
N







   

M, با قرار دادن مقادیر N داریم: 4-4در  4-5و  4-6 از  
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)7-4(                                          
2 2 2 2

2 2 2 2 2

0 0 0

(1 e )d (1 e )(cos sin )

(1 e sin )cos (1 e )cos (cos sin )

q q

d d


  
 

    

  
 

       

)8-4(                                                                                                  2

2 2

0 0

cos

cos (1 e sin )

d d
e

 
  

 
 

    

  نتیجه انتگرال اول عبارت است از:

)9-4(                                                                                                     
0

tan( )
cos 4 2

d
Ln


  



 
   

  

  نشان دهنده لگاریتم طبیعی است. براي تعیین انتگرال دوم تغییر متغیر زیر را اعمال می کنیم: Lnکه 

)10-4(                                                                                                        sin ,cosp d dp      

  با توجه به این تغییر متغیر خواهیم داشت:

)11-4(                                                                  
2

2 2

2 2

1 1 sin

1 1 1 sin

e

dp ep e
e e Ln Ln

e p ep e





    
        

   

  و با ترکیب دو انتگرال رابطه زیر بدست می آید:

)12-4(                                                                                         2
1 sin

tan( )( )
4 2 1 sin

ee
Ln

e

  




 
  

 
  

, مقادیر متناظر 4-1وجود دارد. در جدول   مقداریک   بنابراین می بینیم که به ازاي هر مقدار   آورده شده بطوریکه در

11تا   این جدول مشــاهده می شــود مقدار  12 کمتر از عرض ژئودتیک و از  مقدار  بزرگتر از آن اســت و در 

89   ، به مراتب بزرگتر از   اسـت. تفسـیر هندسـی این موضـوع آن است که بر روي صفحه ایزومتریک در حالیکه

فواصـل مسـاوي هسـتند. فواصل مدارات یکسان و مساوي نیست براي مثال مدارات شمالی  نصـف النهارات به موازات هم و به

  ).4-1داراي فواصل بیشتري نسبت به مدارات جنوبی می باشند (شکل 

   

  

      

  

  4-1شکل                      

  (مدارات و نصف النهارات روي صفحه ایزومتریک)
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) چون می باید عرض ژئودتیک ) را از عرض ایزومتریک ( )  ــبه نمود و لازمه این کار معکوس نمودن معادله  4-12محاس

اسـت و آن هم امکان پذیر نیسـت از روش تقریبی در این مورد اسـتفاده می شود. در زیر روش تکرار در این مورد اختصاراً شرح 

  داده می شود.

  نامیده می شود و بطور خلاصه به شرح زیر است: Newton-Raphsonرار که در این مورد بکار گرفته می شود متد روش تک

(x) معادله غیر خطی 0f  :داده شده، مراحل حل عبارتند از  

 انتخاب می شود xبراي  0P مقدار تقریبی -١

٢- nP  یعنی مقدار حاصل ازn 1   ) 4-13(   تکرار از فرمول(P );n 1,2,...n nP g     حساب می شود  

  و 

      )14-4(                                                                                                                                  
(x)

(x) x
(x)

f
g

f
 


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1n تکرار تا مرحله -٣ nP P   ،که  .حد دقت کامپیوتر است 

nxحل معادله فوق  -۴ P است و دقت آن تا  است. 

  را می توان بصورت زیر نوشت: 4-12معادله مورد عرض ایزومتریک عمل می کنیم.  اکنون روش فوق را در

)15-4(                              
1

(1 sin ) (1 sin ) (1 sin ) e (1 sin )
2

Ln Ln eLn e Ln e              

  که مساوي صفر می باشد عبارت است از: f(x) در این مورد تابع 

( ) 0f      

          )4-16(و 
1

( ) (1 sin ) (1 sin ) (1 sin ) e (1 sin ) 0
2

f Ln Ln eLn e Ln e q               

                                                                                )4-17(  و
2

2 2

( ) 1
( )

(1 sin )cos

df e
f

d e




  


  


   

)0 (یا) مقدار اولیه تقریبی ) 0ت یعنی که براي این مسئله در نظر گرفته می شود تقریب کروي اسe  :بنابراین ،  

)18-4(                                                                                                           0tan( )
4 2

Ln



 

  
 

   

  که پس از معکوس نمودن این معادله خواهیم داشت:

)19-4(                                                                                                                           1
0 2 tan exp( )

2


   

)4-20(  در مرحله دوم با توجه به رابطه
( )

( )
( )

f
g

f


 


 


  : روش تکرار را با استفاده از فرمول  

)21-4(                                                                                                         1( );n 1,2,...n ng     

  بار اعمال می نماییم و به معادله زیر می رسیم: nدر مورد مجهول مسئله تا 

)22-4(                                                                                                              1
1

1

( )

( )
n

n n

n

f

f


 








 


  

)23-4(                                                                                                                1 1( )n n n       

1n و در نهایت محاسبه   .ادامه می یابد  

 تعریف ضریب اشل      -2-4

) در طول است. البته علت این اعوجاج distortionضـریب اشل در هر نقطه واقع بر صفحه تصویر نشان دهنده میزان اعوجاج (

 براي ایجاد یک تصویر خاص لازم است. رابطه بین مختصات یک نقطه واقع براعمال شـرط تشـابه و یا سایر شروطی است که 
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) که بعدا تعریف خواهد شد Line Scaleسـطح بیضـوي و نقطه متناظرش واقع بر صـفحه تصـویر ، نباید با مفهوم اشـل خط (

  اشتباه شود.

دیدیم که در بیضـوي نصف النهارات بر مدارات عمودند و جون سیستم تصویر متشابه است تصویر این منحنی ها  3-2در بخش 

(دومین  Fبر صفحه تصویر نیز بر هم عمود خواهد بود. شرط عمود بودن مدارات و نصف النهارات در ریاضیات با صفر قرار دادن 

   : ، می توان مربع یک کمان بی نهایت کوچک روي بیضوي را بصورت 3-14ادله کمیت اصلی گوس) بیان می شود. بنابر مع

)24-4(                                                                                             2 2 2 2 2 2
1 cosds M d N d      

  :٥٤نوشت که معادل آن بر روي صفحه نقشه معادله زیر را خواهیم داشت

)25-4(                                                                                                                     2 2 2
2ds dx dy    

)26-4(                                                                                     
2 2 2

2 2
2 2 2 2 2
1 cos

ds dx dy
k

ds M d N d  


 


  

  ضریب اشل را با استفاده از دو رابطه زیر بر حسب عرض ایزومتریک و طول ژئودزیک می توان بدست آورد:

)27-4(                                                                                                                           1

2

( , )

y f ( , )

x f  

 




   

2، 3-14با توجه به رابطه 
2ds را می توان بصورت :   

)28-4(                                                                                            2 2 2
2 2 . .ds ed f d d gd        

  : نوشت که در آن

)29-4(                                                                                                                 2 2( ) ( )
x y

e
 

 
 

 
   

)30-4(                                                                                                   ( )( ) ( )( )
x x y y

f
   

   
 

   
   

)31-4(                                                                                                                2 2( ) ( )
x y

g
 

 
 

 
   

  و چون اندازه زوایا روي بیضوي و روي صفحه نقشه می باید مساوي باشند، بنابراین:

)32-4(                                                                                                                2 2 2
1ds ed gd    

  اکنون می توان ضریب اشل را با معادله زیر نشان داد:

)33-4(                                                                                                       
2 2 2

2 2
2 2 2 2 2
1 cos (d d )

ds ed gd
k

ds N

 

  


 


  

                                                           
x, برای مختصات نقاط واقع بر صفحھ حروف کوچک مانند ٥٤ y ب�ار برده می شود.  



     حمید جعفرزاده           گرد آوري از:                             

  

      

 
٩٠ hamid73j@ymail.com 

 شرط تشابه بین صفحه نقشه و صفحه ایزومتریک       -3-4

در این قسـمت معادلاتی که بین شرط تشابه دو صفحه تصویر (نقشه) و ایزومتریک است بدست آمده و سپس بصورت معادلات 

  داریم: 4-2از شکل  کوشی و ریمان ارائه خواهند شد.

)34-4(                                                                                                              
cos

tan
N

d
Md


 


   

  آزیموت ژئودتیک است. که در آن 

  

  4-2شکل 

d قبلا نیز  4-35(  بصورت(  
cos

Md
d

N





    خواهیم داشت: 4-34تعریف شد که با جایگزین نمودن آن در معادله  

)36-4(                                                                                                                            tan
d

d





  

tan                                                                                                                                       )4-37( و یا .d d    

  ر بدست می آید:مقدار ضریب اشل بعنوان تابعی از امتداد بصورت زی 4-33در معادله  d اکنون با جانشینی این مقدار بجاي

)38-4(                                                                                                       
2 2

2

2 2

cos sin

cos

e g
k

N

 




   

ایجاب  نولی بطوریکه می دانیم در تصـاویر متشـابه ضـریب اشل مستقل از امتداد است. بنابراین بر قرار نمودن شرط تشابه چنی

  می کند که معادله فوق مستقل از امتداد (آزیموت) باشد که در نتیجه خواهیم داشت:
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)a38-4(                                                                                             2

2 2 2 2cos cos

e e
k

N N 
   

  س می توان بر حسب معادلات زیر بیان نمود:بنابراین شرط تشابه را بر حسب کمیت هاي اصلی گو

)39-4(                                                                                                                                     0f    

)40-4(                                                                                                                                     e g  

ست آورد که به بد 4-29و  4-30، 4-31با معادلات  4-39و  4-40معادلات کوشـی و ریمان را می توان با بکار بردن معادلات 

, ترتیب ,e f g را بر حسب , , ,x y    شروع می کنیم. داریم: 4-39بیان می کنند. ابتدا از معادله  

)41-4(                                                                                                              

0

0

f

x x y y

   



   
 

   

   

                                                                                                                    )4-42( و

x x

y

y
 




 


  





   

  :خواهیم داشت 4-40همچنین با معادله 

)43-4(                                                                                                             2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )

e g

x y x y

   



   
  

   

  

 از بکار بردن
y






  رابطه زیر حاصل خواهد شد: 4-43در  4-42از معادله  

)44-4(                                                                              

2 2

2 2 2

2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

x x

x y x

y
 

  


 


    
  

  


  

                                                                                    )4-45(  و یا

2

2 2 2 2

2

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

x
x y x y

y


   



           



  

  معادله فوق تنها در دو حالت زیر بر قرار خواهد بود:

)46-4(                                                                                                                 2 2( ) ( ) 0
x y

 

 
 

 
  

2                                                                                                                 )4-47(  و یا 2( ) ( )
x y

 

 


 
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  خواهیم داشت: 4-47از معادله 

)48-4(                                                                                                                             
x y

 

 
 

 
  

  تساوي زیر حاصل خواهد شد: 4-41علامت مثبت و جایگزین نمودن آنها در معادله با در نظر گرفتن معادله بالا با 

)49-4(                                                                                                                         
x y

 

 
 

 
  

  ا علامت مثبت معادلات کوشی و ریمان هستند یعنی:ب 4-48معادله فوق همراه معادله 

)50-4(                                                                                                                             

x y

x y

 

 

 


 

 
 

 

  

  و ریمان بدست خواهند داد منتهی بصورت زیر:با جواب منفی نیز شروط کوشی  4-48البته انتخاب معادله 

)51-4(                                                                                                                             

x y

x y

 

 

 
 

 

 


 

  

2 ابه در سیستم تصویر بوده و در تعریف و تعیین توابعهمانطور که قبلا نیز ذکر شـد، معادلات فوق بیان کننده شـرط تشـ 1,f f 

  بصورت زیر:

)52-4(                                                                                                            1( i )x iy f      

)53-4(                                                                                                            2i ( )f x iy     

  بکار می روند.

  تعیین ضریب اشل      -4-4

یادآوري می گردد که . ) ارائه می شــود4-52(معادله  1f در این قســمت فرمول تعیین ضــریب اشــل با فرض معلوم بودن تابع

  داشتیم:

)54-4(                                                                                                      
2 2 2

2 2
2 2 2 2 2
1 cos (d d )

ds ed gd
k

ds N

 

  


 


  

  در جبر اعداد مختلط رابطه اي بصورت زیر وجود دارد:

)55-4(                                                                        2 2 2 2. (z) (z)(dx dy )dw dw du dv f f       
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(z)که در آن   f(x iy), ,w u iv f w u iv z x iy          .اثبات این رابطه، ساده و بصورت زیر  می باشد

  است:

)a55-4(                                         

2 2

2 2

. (du i.dv)(du i.dv)

(x iy) (x iy)(dx idy)(dx idy) (z) (z)(dx dy )

dw dw du dv

f f f f

    

         
  

  و با توجه به رابطه :

(z) (x iy)
u v v u

f f i i
x x y y

   
      

   
   

b55-4(                                                                    2و ( 2 2 2(z) (z) ( ) ( ) ( ) ( )
u v v u

f f
x x y y

   
     

   
  

  خواهیم داشت:

2 2 2 2 2 2 2 2. ( ) ( ) (dx dy ) ( ) ( ) (dx dy )
u v v u

dw dw
x x y y

     
             

  

  در این بحث بصورت زیر استفاده می شود: 4-55از معادله 

)56-4                                                              ( 2 2 2 2 2
2 dx dy ( i ) ( i )(d d )ds f f             

  را بصورت : 5-54و با توجه به این رابطه، معادله 

)57-4 (                                                                            
2 2

2

2 2 2 2

( i ) ( i )(d d )

cos (d d )

f f
k

N

     

  

   



  

)58-4(                                                                                                2

2 2

( i ) ( i )

cos

f f
k

N

   



  
  

  بصورت :که در این بحث  b55-4معادله فوق با استفاده از رابطه 

)۵٩-۴                                                              (                 2 2( i ) ( i ) ( ) ( )
x y

f f   
 

 
    

 
  

)60-4(                                                                                                                2 2( ) ( )
x y

 

 
 

 
  

  ن ضریب بصورت زیر بدست خواهد آمد:نتیجه نهایی براي تعیی 4-58در رابطه  4-59و  4-60با قرار دادن معادله 

)61-4(                                                                                                        

2 2( ) ( )

cos

x y

k
N
 



 


    
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)62-4(                                                                                                        

2 2( ) ( )

cos

x y

k
N

 



 


 
  

 4-61ثلا معادله مه مورد نظر بایستی بر قرار باشد.کاربرد این دو فرمول بستگی به شرایط خاصی دارد که در سیستم تصویر متشاب

) ن ضریب اشل در ترانسورس مرکاتور که در آنبراي تعیی )x x   در سیستم  4-62است بکار می رود در حالیکه از فرمول

) مخروطی لامبرت استفاده می شود زیرا در آن )x x  .است  

  روابط هندسی منحنی هاي تصویر شده -5-4

ارات و ژئودزیک هاي تصویر شده بر صفحه تصویر (نقشه) و روابط آنها نسبت به سیستم در این بخش شـکل نصف النهارات، مد

  شبکه نشان داده شده و مورد بررسی قرار خواهد گرفت.

و مماس هاي  1زیک گذرنده بر نقطه فحه نقشه تصویر شده همراه با ژئودکه از بیضوي بر روي ص 1و  2دو نقطه  4-3در شکل 

ه شده است. در این شکل سه سیستم مختصات ملاحظه می شود که عبارتند از: سیستم مختصات نقشه بر این منحنی نشـان داد

x, (سـیسـتم شـبکه) که با y مشـخص شـده، سـیستم مختصات شبکه منتقل شده که با ,x y   نشان داده شده و سیستم

, مختصـات  ژئودزیک که با  مشخص گردیده است. توجیه سیستم اخیر به این نحو است که محور   مماس بر ژئودزیک

y عمود بر آن در این نقطه می باشد. محور  و محور 1در نقطه   ار زاویه اي بنامبا خط مماس بر نصف النه   می سازد که

  این زاویه تقارب نصف النهار است.

ژئودتیک تصـویر شده زاویه اي است که از خط مماس بر نصف النهار در جهت حرکت عقربه هاي ساعت  آزیموت ژئودتیک 

y ، آزیموت شبکه، زاویه اي است بین محورTتا مماس بر ژئودزیک تصویر شده اندازه گیري می شود.    تا مماس بر ژئودزیک

نیز در جهت حرکت عقربه هاي  tهاي سـاعت اندازه گیري می شود. آزیموت شبکه تصـویر شـده. این زاویه نیز در جهت عقرب 

yساعت اندازه گیري شده و نشان دهنده زاویه بین محور   است. 2و  1وتر واصل بین نقاط  

  

  4-3شکل 
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  تقارب نصف النهارات -6-4

النهارات بر حســب توابعی عمومی و کلی در عرض ایزومتریک و طول در این قســمت فرمول کلی براي محاســبه تقارب نصــف 

  ارائه می شود.  ژئودتیک

, را بعنوان زاویه بین محورهاي  زاویه 4-3با توجه به تعاریف شکل  x  4-4تعریف می کنیم (شکل.(  

   

  4-4شکل 

  با توجه به این شکل می توان نوشت:

)63-4 (                                                                                                                       tan
dy

dx
    

, معادله ژئودزیک تصویر شده بر حسب  :عبارت است از  

)64-4 (                                                                                                                     ( , ) 0f       

  : و معادله پارامتریک این خم بصورت

)65-4 (                                                                                                                     
( , )

( , )

x x

y y

 

 




  

  می باشد که پس از دیفرانسیل گیري از این معادلات خواهیم داشت:

)66-4(                                                                                                        
x x

dx d d 
 

 
 
 

  

                                                                                                      ) 4-67و (
y y

dy d d 
 

 
 
 

  

tan مقادیر زیر براي 4-63که از جایگذاري این مقادیر در رابطه   :حاصل خواهد شد  
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)68-4(                                                                                                    tan

y y
d d

x x
d d

 
 


 

 

 


 

 


 

   

tan                                                                                                     ) 4-69و یا (

y y d

d
x x d

d



  




  

 


 

 


 

  

  داشتیم: 4-36یادآوري می شود که در معادله 

)70-4(                                                                                                                        tan
d

d





   

  خواهیم داشت: 4-69که پس از قرار دادن این مقدار در رابطه 

)71-4(                                                                                                      

tan

tan

tan

y y

x x


 




 

 


 

 


 

  

                                                                                                 )4-72و (

tan

tan

tan

y x

x x


 




 

 


 
 

 


 

  

را که در  4-5فرمول بالا رابطه اي است کلی و اساس که براي یافتن فرمول تقارب نصف النهار از آن استفاده می کنیم. شکل 

  : آن

  

  4-5 شکل

, مقادیر زیر براي  :فرض شده در نظر می گیریم  

)٧٣-۴                                                                                                                            (      

90                                                                                                                         ) 4-74(  و    
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  را می توان بصورت زیر نوشت: 4-71فرمول  

)75-4(                                                                                                     

1

tan
tan

1

tan

y y

x x
  



  

 


 


 


 

  

  خواهیم داشت: 4-75در  4-73و  4-74که پس از جایگذاري روابط 

)76-4(                                                                                                                       tan

y

x











   

  همچنین با استفاده از معادلات کوشی و ریمان یعنی:

y x

 

 


 
   

y x

 

 
 

 
  

  می توانیم بنویسیم:

)77-4(                                                                                                                         tan

x

y













  

اي ههر دو عبارت فوق در تعیین تقارب نصـف النهارات از اعتبار ریاضـی برخوردارند ولی مورد اسـتفاده آنها بســتگی به سیستم 

ــرایط خاص آنها دارد. مثلا از معادله  ــیســتم تصــویر مخروطی لامبرت و از معادله  4-77تصــویر و ش ــتم  4-76در س ــیس در س

  ترانسورس مرکاتور استفاده خواهد شد.

 تصویر مرکاتور )5

یستم تصویري ابداع شد. هدف مرکاتور از این کار ایجاد س ٥٥بطور عملی بوسیله مرکاتور 1550این سیستم تصویر در حدود سال 

) بر روي صفحه تصویر به شکل خطوط مستقیم تصویر شوند. حدود 5-5رجوع شود به قسمت (٥٦بود که در آن منحنی لوکسدروم

براي ایجاد یک چنین تصویري لازم است دو شرط زیر رعایت  توزیعی ریاضـی از این سیستم بدست آورد.٥٧چهل سـال بعد رایت

  شود:

             قیقی باشد.ضریب اشل در طول استوا ح -الف

 ها در استوا واقع باشد.uمبدا محور  -ب 

                                                           
٥٥ Mercator  
٥٦ loxodrome 
٥٧ wright 
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در این قسـمت به ترتیب مسـئله مسـتقیم، ضریب اشل، تقارب نصف النهارات، شکل سیستم تصویر مرکاتور لوکسدروم و مسئله 

  معکوس مورد بررسی قرار خواهند گرفت.

 مسئله مستقیم -1-5

x, نقشه یعنیمسئله مستقیم عبارت است از تعیین مختصات  y  با استفاده از,   بعبارت دیگر تعیین تابعf :در رابطه زیر  

)1-5(                                                                                                              ( i )x iy f      

مسـئله اي است که در کلیه سیستم هاي تصویر عمومیت دارد زیرا   در این عبارت بجاي  باید توجه داشـت که جانشـینی

تبدیل   را به ،  4-12صفحه ایزومتریک واسطه اي است بین سطح بیضوي و صفحه نقشه و می توان با بکار بردن معادله 

  مذکور در بالا برقراري رابطه زیر را ایجاب می نماید:» الف«بر قراري شرط . نمود

)2-5(                                                                                                                                x a  

  ستوا داشته باشیم:لازم است در ا» ب«نصف قطر اطول بیضوي است. همچنین براي بر قراري شرط  a که در آن

)3-5(                                                                                                                      0y      

)  )5-4( بصورت  fتحت این شـرایط تابع مختلط  i )x iy a      رابطه فوق را می توان از برقراري خواهد بود. صحت

  معادلات کوشی و ریمان در مورد آن تحقیق نمود یعنی:

x y
a

 

 
 

 
   

0                                                                                                                              و
x y

 

 
  

 
  

  خواهیم داشت: 5-4بنابراین با جداسازي قسمت هاي حقیقی و موهومی در 

)5-5(                                                                                                                                     
x a

y a








   

x, واحدباید توجه داشت که  y همان واحد a است زیرا واحد هاي ,q  .رادیان می باشد  

 ضریب اشل      -2-5

  :داشتیم 4-61یادآوري می شود که در فرمول 

2 2( ) ( )

cos

x y

k
N
 



 


    

  می توان نوشت: 5-5با توجه به معادله 

)6-5(                                                                                                                 0
y







و 

x
a







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  بنابراین در این سیستم تصویر فرمول ضریب اشل بصورت زیر خواهد بود:

)7-5(                                                                                                                           
cos

a
k

N 
   

90اعوجاج اشـل در طول اسـتوا صفر بوده و با تزاید عرض ژئودزیک اضافه می شود. در   اعوجاج بی نهایت خواهد  میزان

  بود که مفهوم آن این است که نقطه قطب مانند خطی شبیه یک مدار تصویر می شود.

  تقارب نصف النهارات       -3-5

  به شکل زیر بدست آمد: ۴-٧۶ فرمول کلی تقارب نصف النهارات در قسمت قبل در فرمول

tan

y

x











   

  در مورد تصویر مرکاتور خواهیم داشت:با استفاده از این معادله 

0
tan 0

a
     

0                                                                                                                                 )5-8( و   

  شبکه بر مماس بر نصف النهار تصویر شده منطبق است. yم تصویر محور این بدان معناست که در این سیست

  شکل تصویر مرکاتور       -4-5

  ):5-1ظاهر تصویر مرکاتور با توجه به عواملی که در زیر ذکر گردیده بصورت زیر است (شکل 

2
1 sin

tan( )( )
4 2 1 sin

e

x a

e
y a Ln

e



  
 





 
    

 

  

  

  

  

  

  

                                            

                                

  5-1شکل                                 
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1- 0  
1kدر استوا  -2   

 درجه یکدیگر را قطع می کنند 90مدارات و نصف النهارات در زاویه  -3

 فواصل نصف النهارات مساوي است -4

 استوا افزایش می یابد.فواصل بین مدارات با دور شدن از  -5

  )Loxodromeلوکسدروم (      -5-5

خمی است بر روي بیضوي که نصف النهارات را با زاویه ثابت قطع می کند یعنی داراي آزیموت ثابت  rumb-lineلوکسدروم یا 

ه تصویر حه نقشاست. همانگونه که در شروع این بحث اشاره شد در تصویر مرکاتور خم لوکسدروم بصورت خطی مستقیم در صف

  .می شود

  

  5-2شکل 

  ) داریم:5-2با توجه به شکل بالا (شکل 

)9-5(                                                                                                              
cos

tan .
N d

M d

 



    

tan                                                                                                       )5-10( و sec
M

d d
N

      

  پس از انتگرال گیري از طرفین معادله فوق خواهیم داشت:

)11-5(                                                                                                                     0 tanq      

0tanq                                                                                                                )5-12( و یا      
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  و با داشتن معادلات تصویر یعنی: q که معادله اي است براي لوکسدروم روي سطح بیضوي بر حسب

y
q

a

x

a






   

  :، معادله لوکسدروم بر روي صفحه تصویر بصورت  5-12و جایگزینی آن ها در 

)13-5(                                                                                                                                       0tan ax y     

   .0aو مقدار ثابت tan بدست خواهد آمد. بطوریکه ملاحظه می شود رابطه فوق معادله خطی است مستقیم با ضریب زاویه

 ٥٨مسئله معکوس -6-5

,مسئله معکوس عبارت است از محاسبه    در حالیکه,x y  در دست باشند. براي حل این مسئله مراحل زیر بایستی حل

  شوند:

 از فرمول: محاسبه طول ژئودتیک  -1

)14-5(
x

a
    

 با استفاده از رابطه: محاسبه  -2

)15-5(
y

a
    

و روش تکرار ذکر شده  4-12معادله بالا با استفاده از فرمول بدست آمده از  متناظر با  محاسبه عرض ژئودتیک  -3

 . 4-1در قسمت 

  59تصویر ترانسورس مرکاتور )6

ابداع گردید » ٦٠یوهان هنریخ لامبرت«بوسیله  1772این سـیستم تصویر متشابه که امروزه کاربرد وسیعی در عمل دارد در سال 

ابتدایی استوار و احتمالا طریقی هندسی بوده است. حدود پنجاه سال بعد گوس ولی مانند هر روش دیگري در ابتدا بر پایه اصولی 

بر این تکنیک، تحلیلی ریاضی نگاشت و نشان داد که در حقیقت این تصویر حالت خاصی از تصویر متشابه رویه اي است بر روي 

تم تعقیب نمود و معادلاتی بدست کار او را در جهت توسـعه فرمول هاي این سـیسـ ٦١کروگر 1912دیگر. پس از گوس در سـال 

) و به این ترتیب می بینیم که چه خلاقیت 6-25و  6-26آورد که براي محاسـبات عملی کاملا مناسب است (مانند فرمول هاي 

  زیبایی در این رشته در مدتی حدود یک قرن و در سه مرحله بوجود آمد.

  شود:براي ایجاد ترانسورس مرکاتور سه نکته می باید رعایت 

                                                           
٥٨ Transverse Mercator Projection 
٥٩ Transverse Mercator Projection  
٦٠ Johann Henrich Lambert 
٦١ L.Kruger  
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 اشل در طول نصف النهار مرکزي حقیقی باشد -1

 ) در استوا باشدordinateها (yمبدا محور  -2

 ) در نصف النهار مرکزي باشد.abscissaها (xمبدا محور  -3

مطالبی که در این قسـمت مورد مطالعه قرار می گیرند عبارتند از: مسـئله مسـتقیم، ضـریب اشـل بر حسب مختصات ژئودتیک، 

ات بر حسـب مختصـات ژئودتیک، شکل ظاهري تصویر ترانسورس مرکاتور، مسئله معکوس، ضریب اشل بر تقارب نصـف النهار

 UTMکه اختصاراً ٦٢حسب مختصات نقشه، تقارب نصف النهارات بر حسب مختصات نقشه و سیستم جهانی ترانسورس مرکاتور

  نشان داده می شود.

 مسئله مستقیم -1-6

)   )۶-١( بطور کلی نتایج مختلط تصـویر بصـورت i )x iy f       است و مسئله مستقیم عبارت از تعیین تابع خاصی

اسـت که سـه خاصیت ذکر شده در بالا در آن صدق نماید. سومین شرط چنین ایجاب می نماید که در مورد نصف النهار مرکزي 

  روابط زیر بر قرار باشد:

)2-6(                                                                                                                                                        0x    

  می توان چنین نتیجه گرفت که: 6-1با توجه به این رابطه از معادله 

)3-6(                                                                                                                                                      
(i )

y f( )

iy f 






  

روي بیضوي  s در صـفحه تصویر معادل طول نصف النهاري yاز طرف دیگر لازمه بر قراري شـرط اول این اسـت که مقدار 

  )6-1باشد (شکل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  6-1شکل 

                                                           
٦٢ Universal Transverse Mercator 
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   )6-4(توا تا نقطه مورد نظر با انتگرال طول نصف النهار از اس
0

y s Md


    :بدست می آید. همچنین با توجه به رابطه  

)5-6(                                                                                                                                       cosMd N d    

  زیر نوشت:را می توان بصورت  6-4انتگرال 

)6-6(                                                                                                                     
0

cos

( )

y N d

y f



 







  

  را براي نقاط واقع بر نصف النهار مرکزي تعیین نمود. fبنابر این رابطه، می توان تابع 

نقاط خارج از نصــف النهار مرکزي ولی در این مورد باید در نظر داشــت که این نقاط باید از  مرحله بعد تعمیم طریقی اســت براي

 در این نقاط از بسط سري ها استفاده می fحدود سـه درجه دورتر از نصـف النهار باشند زیرا چنانکه خواهیم دید براي تعیین تابع 

صفر نیست  xی آن نقاط می توان انجام داد. براي این نقاط مقدار شود و چنانکه می دانیم این بسط ها از نظر ریاضی در همسایگ

  برابر طول نصف النهار از استوا تا نقطه مورد نظر نمی باشد.   yو مقدار 

ــویر  ــئله وجود ندارد و تنها می توان مقداري تقریبی براي آن یافت و بدین منظور تابع تص ــی و مطلق براي این مس جوابی ریاض

  یعنی:

( i )x iy f      

0 را حول نقطه اختیاري به مختصات 0,q  6-2به سري تیلور بسط می دهیم (شکل.(  

  

  6-2شکل 

)7-6(                           
   0 0 0 0 0

( i )

f ( ) ( ) (z z) f(z)

x iy f

i f i i f

 

       

  

               
  

  نوشت: را به سري تیلور چنین f(z) در این مرحله می توان بسط تابع

)8-6(                                                     
2 2 3 3

1 0 0
0 0

f (z )( ) f (z )( )
(z) f(z ) f (z ) ...

2! 3!

z z
f z

 
        
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  و یا

)9-6(
2

1 2
0 0 0 0 0 0

( i )
( i ) x iy ( i ) ( i )( i ) ( i ) ...

2!
f f f f

 
         

  
                

نقطه   در این بحث، زمانی می توان از معادلات فوق اسـتفاده نمود که نقطه بسط را بر روي نصف النهار مرکزي در محلی که

  ). بنابراین خواهیم داشت:6-3مورد نظر را بعنوان مختصات دارا باشد(شکل 

  

 6-3شکل 

)10-6(                                                                                                                                   0 0

0







 
   

                                                                                                            )6-11( و
0 0

0

   

   

   

    
   

  چنین نتیجه می گیریم: 6-9در  6-11با قرار دادن معادله 

)12-6(                                                              
2 3(i ) (i )

(i ) (i ) ...
2! 3!

II III
I f f

x iy f f
   

         

  ی دهد رجوع می کنیم:طعه اي از نصف النهارات را بدست مبراي تعیین این تابع و مشتقاتش دوباره به فرمولی که طول ق

)13-6(                                                                                                       
0

( ) coss f N d


       

  به این ترتیب خود تابع عبارت خواهد بود از:

)14-6(                                                                                               
0

(i ) if( ) i cosf N d


       

  :و اولین مشتق بصورت 
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)15-6(                                                         
(z) (z) . ( )

(i ) f (z) . .
(z) (z)

I I df df d i df d
f

f d f d dz

  


 
      

                                                                                         )6-16( خواهد بود زیرا داریم:
1

,z i z
i

    

                                                                                                                    )6-17( و
1d

i
dz i


   

)18-6(                                                                                           
. ( ) ( )

(i ) .( i)
( ) ( )

I i df df
f

d d

 


 
     

)19-6(                                                                                                                       (i ) f ( )If     

  و به همین ترتیب دومین مشتق عبارت است از:

(i ) ( ) ( )
(i )

I
II df d df d df d

f
dz dz d d d dz

   


  

   
     

   
  

)20-6(                                                                                                             (i ) ( )( i)II IIf f    

  همین رویه بدست خواهند آمد یعنی خواهیم داشت:مشتق هاي مراتب بالاتر نیز با 

)21-6(                                                                                                               

(i ) ( )

(i ) ( )

(i ) ( )

III III

IV IV

V V

f f

f f

f f

 

 

 

 

 

 

   

  بسط تابع بصورت زیر بدست می آید: 6-12با جانشین نمودن مقدار تابع و مشتقاتش از معادلات فوق در معادله 

2 3 2( i) ( ) ( ) . ( )
( i ) (i ) ( ) ...

2! 3! 4!

II III II
I f f i f

x iy f f f
     

    


          

  که با جدا نمودن قسمت هاي حقیقی و موهومی این رابطه را خواهیم داشت:

)a22-6(                                                         

3 5 7

2 4 2

( ) ( ) ( )
( ) ...

3! 5! 7!

( ) ( ) ( )
( ) ...

2! 4! 6!

III V VII
I

II IV VI

f f f
x f

f f f
y f

     
 

     


    

    

   

x, مقادیر y توان پس از مشخص نمودن را می ,   تعیین نمود. باید در نظر داشت که طول ژئودتیک نقطه اي که در شرق

CM نصف النهار مرکزي واقع باشد مثبت است یعنی (نقطه     و ( نیز بر حسب  .محاسبه می شود  

i) مقادیر 6-14و  6-19،  6-20،  6-21در روابط  )f  و مشتقات متوالی اش را بر حسب کمیت حقیقی ( )f   و مشتقاتش

ق با لین مشتبدسـت آورده ایم و این کمیت ها نیز می بایسـت گسـترش داده شـوند تا براي محاسـبات مناسـب گردند. مقدار او

  می توان چنین نوشت: 6-5استفاده از معادله 
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 ( )

( ) cosI
ds d f

f N
d d

 
 

 
    

  و دومین مشتق نیز عبارت است از:

( ) cos sinII dN d
f N

d d


  

 

 
  
 

   

  داریم: که طبق تعریف عرض ایزومتریک

)23-6(                                                                                                            

cos

( ) tan

d N

d M

dN
N M

d











 

  

)                                                                                                 )6-24( بنابراین: ) sin 2
2

N
f      

به همین ترتیب می توان مشتقات مراتب بالاتر را نیز محاسبه نمود که براي رعایت اختصار از نوشتن آنها در این کتاب خودداري 

  چنین بدست می آید: a22-6می شود. نتایج حاصل از این مقادیر پس از جایگذاري در 

)25-6(                

3 3 5 5
2 2 2 4 2 2 2

7 7
2 6 4 2 4 2 2 4 6

cos cos
cos (1 t ) (5 18 t 14 58 t

6 120

cos
13 4 67 t 24 t ) (61 479 t 179 t t )

5040

x
t

N

   
    

 
   

         

      

   

)26-6(     

2 4
3 2 2 4

6
5 2 4 2 2 2 4 6

8
4 2 8 6 2 8 2 7 2 4 6

sin cos sin cos (5 t 9 4 )
2 24

sin cos (61 58 t t 270 330 t 445 324
720

680 t 88 600 t 192 t ) sin cos (1385 311t 543t t )
40320

sy

N N

  
     


     


     

      

     

       

   

  برحسب رادیان است و  در این فرمول ها

0

s Md


     

)27-6(                                                                                                                                tant   

)28-6(                                                                                                                    
2 2 2(e ) cos   

)29-6(                                                                                                                       
2 2

2

2
(e )

a b

a


   

x, معادلات تصویر فوق مقادیر y 3 متر براي 0.001 را با دقت   .بدست می دهد  
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 تقارب نصف النهارات بر حسب مختصات ژئودتیک        -2-6

   :تقارب نصف النهارات بصورت 4-76یادآوري می شود که در معادله 

)30-6(                                                                                                                        tan

y

x











  

قرار داده شود  6-30دیفرانسـیل گرفته شـده و سـپس در معادله   بر حسـب 6-25و  6-26بدسـت آمد. چنانچه از معادلات 

  خواهیم داشت:

)31-6(         

2
2 2 4

4 4
2 4 2 4 2 4 6 2 6 8 2 8

2 3 6 6

tan sin 1 cos (1 t 3 2 )
3

cos
(2 4 t 2 t 15 35 40 t 33 60 t 18 24 )

15

17
(1 t ) cos

315

t


    

 
      

 


     



         


 

   

 چنین نتیجه می دهد: 1tanیعنی (طرف راست عبارت فوق) arc tanاین عبارت پس از استفاده از بسط سري 

)32-6(                                            
2 2 4 4

2 4 2

2 4

cos cos
sin 1 (1 3 2 ) (2 t )

3( ) 13( )

   
   

 

 
        

  

,در این معادله   برحسب رادیان و csc1  است. عبارت فوق گرد شده است و می توان آن را براي دستیابی به دقت 

0.01 براي  3تا  دورتر از نصـف النهار مرکزي بکار برد. لازم به ذکر اسـت که تقارب نصـف النهار با دور شـدن از نصف

  النهار مرکزي افزایش می یابد.

  ضریب اشل بر حسب مختصات ژئودتیک         -3-6

  :ضریب اشل را بصورت عبارت کلی  4-61در معادله 

)33-6(                                                                                                         

2 2( ) ( )

cos

x y

k
N
 



 


    

  : یعنی 6-30بدست آوردیم. این معادله را می توان با استفاده از مربع رابطه 

2

2

2

( )
tan

( )

y

x











  

2                                                                                  )6-34( و یا 2 2 2( ) ( ) ( ) (1 tan )
x y x

  

  
   

  
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                                                                                       )6-35( بصورت زیر نوشت:

21 tan

cos

x

k
N





 

   

 چون
2tan   مقدار کوچکی است می توان رادیکال موجود در این عبارت را بر حسب سري بسط داد که پس از تعیین مشتق

  :جزئی خواهیم داشت

)36-6(                        

2 4 4
2 2 2 2 4 2 2 6

6 6
2 4 2 6 2 4

cos
1 cos (1 ) (5 4 t 14 13 28 t 4

2 24

cos
48 t 24 t ) (61 148 t 16 t )

720

k
  

     

 
 

        

    

   

                              :گرد شده رابطه فوق را می توان بصورت 
2

2 2 4 4 21 cos (1 ) cos (5 4 t )
2

k


         

نوشـت که این مقدار ممکن اسـت یک یا دو واحد در رقم هشـتم اعشـار خطا داشـته باشـد. باید توجه داشت که ضریب اشل با 

طول یک نصف النهار، این کمیت با افزایش یعنی با زیاد شـدن فاصـله از نصـف النهار مرکزي اضافه می شود و در   افزایش

  عرض ژئودتیک نقصان می یابد.

  شکل ظاهري تصویر ترانسورس مرکاتور      -4-6

شـکل ظاهري این سیستم را با توجه به شرایط خاصی که در این سیستم بایستی برقرار باشد و درباره آنها بحث شد، می توان با 

  افت:و چهار نکته زیر دری 6-4توجه به شکل 

1k در طول نصـف النهار مرکزي -1   و بنابراین دو قطب بصـورت دو نقطه بر روي صـفحه نقشـه تصـویر می شوند

 آنها معادل با طول نصف النهاري بین هر قطب و خط استوا می باشد. yبطوریکه مقادیر

y (که در مورد این نقاط با yمقداربراي نقاط خارج از نصـف النهار مرکزي  -2   6-4نشـان داده شـده اسـت (شکل ((

 نقطه اي است که روي همان مدار ولی روي نصف النهار مرکزي واقع است. yبزرگتر از مقدار 

 یعنی تقارب نصف النهار افزایش می یابد با دور شدن از نصف النهار مرکزي مقدار  -3

  .درجه یکدیگر را قطع می کنند 90مدارات و نصف النهارات در زاویه  -۴

  

  

  

  

  

  

  (شکل ظاهري ترانسورس مرکاتور) 6-4شکل 
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  مسئله معکوس       -5-6

  مسئله مستقیم به فرم معادله اي بصورت:

)38-6(                                                                                                             ( i )x iy f      

  : بیان گردید. در قیاس با این فرم می توان مسئله معکوس را نیز بصورت معادله اي مانند

)39-6(                                                                                                            (x iy)i F       

  در مسئله مستقیم تفاوت دارد. fمعادله تصویري است که می باید تعیین شود و با تابع  F که در آن

ولی می توان مقدار تقریبی آن را با استفاده از بسط به سري تیلور بدست آورد. نقطه حل مطلق ریاضی براي مسئله موجود نیست 

0 بسط را در شروع کار نقطه اي اختیاري روي صفحه نقشه به مختصات 0,x y  بنابراین خواهیم 6-5انتخاب می کنیم (شکل .(

  داشت:

)40-6(                       
0 0 0 0 0 0 0 0

20 0
0 0

( ) ( ) F(x iy ) F (x iy )( x i y )

F (x iy )
( x i y ) ...

2!

I

II

i i i                   


   

   

)41-6(                                         
2 3

0 0
0 0

F (z )( z) F (z )( z)
(x iy) F(z ) F (z ) z ...

2! 3!

II III
IF

 
        

,0) اکنون نقطه مناسـب تري را بعنوان نقطه بسـط در این سري انتخاب می کنیم. این نقطه ، نقطه اي است به مختصات y): 

  )6-5شکل رجوع شود به (

  

   6-5شکل 

  خواهیم داشت: بنابراین

)42-6(                                                                               0 00 ,( )x x x x x           

)43-6(                                                                                                   0 0,( 0)y u y       
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  رابطه زیر بدست می آید: 6-40و پس از قرار دادن نتایج بدست آمده فوق در 

)44-6(                                                       
2 3(iy) (iy)

(iy) (iy) ...
2! 3!

II III
I F x F x

i F F x         

  باید توجه داشت که بر روي نصف النهار مرکزي داریم:

)45-6(                                                                                                                         
0

(iy)

x

i F




  

نشان داده شده است. در این شکل دو مدار مشاهده می شود که یکی مدار گذرنده بر  6-6توجیه هندسـی معادله فوق در شـکل 

ژئودتیک  نقطه مورد نظر، عرض yمساوي با  yاي واقع بر نصف النهار مرکزي با  نقطه مورد نظر و دیگري مدار گذرنده بر نقطه

می باشد که آن را عرض ژئودتیک نقطه مبنا یا نقطه پایه می نامند. متناظر  1 و عرض ژئودتیک نقطه اخیر  نقطه مورد نظر

را می توان  6-45یب معادله نشــان داده می شــود و به این ترت 1 عرض ایزومتریک نقطه مبنا نیز تعریف می شــود و با 1با 

1  )6-46(بصورت  (iy)i F  .نوشت  

  1اندیس  و مشتقاتش را بدون در نظر گرفتن F(iy) بایستبراي محاسبات عملی می  6-44به منظور آماده ساختن معادلات 

  تعیین کنیم. اولین مشتق عبارت است از:

)47-6(                                                                            
(iy) (i )

(iy) .
(iy) (iy) (iy)

I
dsdF d d

F i
d d ds d





 
     

  کلی:که بطور 

)48-6(                                                                                                                              iy is  

  و بطور اختصار داریم:

)49-6(                                                                                                                        
1 1

iy is is    

  را می توان چنین نوشت: 6-47بنابراین آخرین مشتق در رابطه 

)50-6(                                                                                                                                
1ds

ids i





  

  اگر چنین تعریف کنیم که:

)51-6(                                                                                                                                Id

ds


   

  بصورت زیر خواهیم داشت:را  6-47بنابراین معادله 

)52-6(                                                                                                                            (iy)I IF    

  دومین مشتق عبارت است از:



     حمید جعفرزاده           گرد آوري از:                             

  

      

 
١١١ hamid73j@ymail.com 

)53-6(                                                                      
1

(iy) . .
(iy) (is )

II II

d d
d d

ds ds ds
F

d ds d i

  

 

 



   
      
        

)54-6(                                                                                                                  (iy)II IIF i     

  که عبارتند از: به همین ترتیب می توان مشتقات مراتب بالاتر را بدست آورد

)55-6(                                                                                                                      

(iy)

(iy)

(iy)

...

III III

IV IV

V V

F

F i

F







 




  

  :را بصورت  6-44براي فرض نقطه مبنا در تابع و مشتقاتش رابطه  1با دو باره قرار دادن اندیس 

)56-6(                                                           
2 3 4

1 1 1
1 1 ...

2! 3! 4!

II III IV
I i x x i x

i i x
  

            

  :خواهیم داشت که پس از جدا نمودن قسمت هاي حقیقی و موهومی این معادله بصورت تفکیک شده زیر 

)57-6(                                                                                                                  
3 5

1 1
1 ...

3! 5!

III V
I x x

x
 

      

)58-6(                                                                                                   
2 4

1 1
1 ...

2! 4!

II IXx x 
      

1 اختلاف 6-58هد شد. باید توجه داشت که معادله تبدیل خوا      بین دو عرض ایزومتریک را بدست می دهد که در

  ).6-65تعیین عبارت نهایی براي عرض ژئودتیک از آن استفاده می شود (معادله 

1در این مرحله مقادیر واقعی  1, ,...I II  پس در معادلات فوق قرار می دهیم. یادآوري می شود که:را محاسبه نموده و س  

)59-6(                                                                                                                  
0

coss N d


      

  اولین مشتق عبارت است از:

)60-6(                                                                                                          
1

cos
I d

ds N





    

  را به ترتیب بصورت زیر می توان تعیین نمود: دوم و سوم مشتق و

)61-6(                                                                                                           
2

2 2 cos
II d t

ds N





   

)62-6(                                                                                     
3

2 2

3 3

1
(1 2 )

cos
III d

t
ds N


 


     
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ات مراتب بالاتر را نیز می توان به همین تعیین نمود و در اینجا براي رعایت اختصـار از نوشـتن آنها خودداري می شود. با مشـتق

) عبارت زیر بجاي طول ژئودتیک 6-57و  6-58قرار دادن این مقادیر در روابط  ) :بدست می آید  

)63-6(    

3 2 2 5 2 2 4 2 2 4
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

6 2 4 2 6 7 2 4 6
1 1 1 1 1 1 1 1

1

1 1
sec ( ) (1 2 ) ( ) (5 6 28 t 3 8 t 24 t

6 120

1
4 4 t 24 t ) ( ) (61 662 t 1320 t 720 t )

5040

x x x
t

N N N

x

N

     

  


         




       



   

)1 باید از عرض ژئودتیک نقطه مبنا نشــان دهنده این اســت که در تعیین  1که در آن اندیس  ) ــود. همچنین ــتفاده ش  اس

1 1,t   دقت فرمول فوق براي می توان بدست آورد. 6-27و  6-29را با معادلات  3 کمتر از  از نصف النهار مرکزي بعلاوه

قدري مشــکل تر اســت. براي این کار   تعیین عبارتی مشــابه براي عرض ژئودتیک ثانیه کمانی اســت. 0.00001 یا منهاي

1 لازم اســت عبارتی براي     1 بعنوان تابعی از اختلاف     بدســت آورد که در چنین صــورتی   را می

1   )6-64(  توان با فرمول 1 ( )g          1 محاسبه نمود. یادآوري می شود که عرض ژئودتیک نقطه مبنا

  بسط می دهیم:  را به سري تیلور برحسب اکنون  است. yمتناظر با یک طول نصف النهاري 

)65-6(                                              
2 32 3

1 1 1
1 2 3

1 1 1

( ) ...
2! 3!

d d d
g

d d d

   
    

  

 
            

  ایزومتریک یعنی:با توجه به تعریف عرض 

)66-6(                                                                                        21 1 1
1 1

1 1

cos
(1 ) cos

d N

d M

 
 


     

  دومین مشتق را می توان بصورت:

)67-6(                                             
2

2 2 2 21 1 1
1 1 1 1 1 12

1 1 1

cos (2 3 ) (1 )(1 3 ) t cos
d N N

t
d M M


   


       

. به همین ترتیب مشــتقات مراتب بالاتر را می توان تعیین نمود که در اینجا نیز براي رعایت اختصــار نوشــته نمی محاســبه نمود

 همراه با مشتقات 6-65حاصل از این جایگذاري در   و 6-58) در 6-60و   )62-6 ،61-6 شـوند. با جایگذاري مشـتقات

1 )67-6  معادله نهایی براي تعیین عرض ژئودتیک بصورت زیر بدست می آید: 6-65) در 6-66و  

)68-6(           

2 4 6
2 2 4 2 2 21 1 1

1 1 1 1 1 1 13 5
1 1 1 1 1 1

2 4 2 2 4 6 2 4 4 2 8
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

8
4 4 2 6 2 8 2 41
1 1 1 1 1 1 1 17

1 1

(5 3t 4 9 t ) (61 90 t
2 24 720

46 45t 252 t 3 100 66 t 90 t 88

255t 84 t 192 t ) (1385 3633t 4095 t 15
40320

t x t x t x

M N M N M N

t x

M N

    

      

  

        

       

       6
175 t )

   

 که در آن:

1 1

2 2 2
1 1

2 2
2

2

tan

(e ) cos

(e )

t

a b

b



 






 

                                                                                                       از نصف النهار مرکزي است. 3 در حدود 0.00001 دقت این فرمول نیزمی باشد.    
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  تقارب نصف النهارات بر حسب مختصات نقشه -6-6

x, بطوریکه می دانیم در مسـئله معکوس، مختصـات نقشـه یعنی y  داده می شـوند. در این قسمت تقارب نصف النهارات تنها

  داریم: ارائه می شود. از معادلات      و        براي مقدار ثابتی از  Xبعنوان تابعی از 

)69-6(                                                                                                  tan

xy
dy

x y dx



 


   

 

 

   

,x)  واضح است که بطور کلی y)  است که براي  :ثابت می توان نوشت  

)70-6(                                                                                                   0d dx dy
x y

 


 
  
 

   

 
dy x x
dx

y x

 

 

 

    
 

 

  

  بنابراین:

)71-6(                                                                                               tan
dy x x
dx

y x

 

 

 

     
 

 

  

  زیرا بر اساس معادلات کوشی و ریمان داریم:

)72-6(                                                                                                                               
y x

  


 
   

) 6-57با دیفرانسیل گیري از  6-71مشتقات  (x))   6-58و ( (x))   تعیین می شوند. در زیر نتیجه این محاسبات

  نوشته می شود:

)73-6(                                                                        

3 5

1 1 1

2 4

1 1 1

...
6 120tan

...
2 24

II IV VI

I III V

x x
x

x
x x

x


  


  


  

  


  


   

  در این معادله چنین نتیجه می شود: 6-60تا  6-62با قرار دادن مشتقات جزئی از معادلات 

)74-6(                

3 2 4 5 2 4 2 2 61 1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 4 2 6 8 2 8 71
1 1 1 1 1 1 1

1

tan ( ) (1 2 ) ( ) (2 2 9 6 t 20
3 15

17
3t 27 t 11 24 t ) ( )

315

t t tx x
x

N N N

t x

N

     

   

        

    
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)1 ناو عرض ژئودتیک نقطه مب xرا می توان با دانستن   با توجه به این معادله )  متناظر باy .محاسبه نمود 

  ضریب اشل بر حسب مختصات نقشه     -7-6

فرمولی که ضریب اشل را بر حسب مختصات نقشه بدست دهد در محاسبات عامل بسیار کمک کننده اي خواهد بود. در  غالباً

  .را شاهد خواهیم بودفصل دوم این بخش که به محاسبات بر روي صفحه نقشه متشابه اختصاص یافته ، اهمیت این معادله 

  عکس ضریب اشل را می توان بصورت: 6-35با استفاده از معادله 

)75-6(                                                                                             1
2 2

( cos )1

(1 tan )

N
x

k












   

 نوشت. پس از محاسبه مشتق جزیی
x




cosN و بسط دادن 6-57از معادله    1 با یک سري تیلور با نقطه بسط  عرض)

  : ژئودتیک نقطه مبنا) معادله عکس ضریب اشل بصورت

)76-6(               
2 2 4 6 2 4 2 6

2 4 61 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 5 5 3 4 24 241 61
1 ( ) ( ) ( )

2 720

t tx x x

k N N N

          
     

  دله فوق خواهیم داشت:بدست می آید که پس از معکوس نمودن دو طرف معا

)77-6(               
2 2 4 6 2 4 2 6

2 4 61 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 6 9 4 24 24 1
1 ( ) ( ) ( )

2 720

t tx x x
k

N N N

          
     

  )Universal Transverse Mercatorسیستم ترانسورس مرکاتور جهانی (      -8-6

نشـان داده می شود کاملا بر اساس ریاضی سیستم تصویر  UTM نتایج ریاضـی این سـیسـتم تصـویر که بصـورت اختصـار با

و معادلات لازم براي حل مسائل مستقیم و معکوس در  UTMترانسورس مرکاتور استوار است. در این قسمت مشخصات خاص 

  این سیستم ارائه می شوند.

  عبارتند از: UTMمشخصات 

 درجه 6هاي  ٦٣سیستمی است ترانسورس مرکاتور در قاچ -1

 بیضوي بین المللی -یسه در منطقه ایران بیضوي مقا -2

 نصف النهار مرکزي –مبدأ طول ژئودتیک  -3

 استوا –مبدأ عرض ژئودتیک  -4

 متر –واحد  -5

6- Y  متر براي نیمکره جنوبی 000,000,10صفر متر براي نیمکره شمالی و  –قراردادي براي مبدأ 

7- X  متر 000,500 –قراردادي براي مبدأ 

 9996/0مرکزي ضریب اشل در نصف النهار  -8

                                                           
٦٣ zones 
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که  60درجه غربی و تا قاچ شماره  174درجه غربی و  180بین نصف النهارات  1قاچ شـماره  –شـماره گذاري قاچ ها  -9

 )6-7درجه شرقی ادامه دارد (شکل  180درجه شرقی و  174بین نصف النهارات 

 درجه جنوبی است. 80درجه شمالی و  80محدوده عرض ژئودتیک براي این سیستم  -10

  

 )UTM (قاچ هاي 6-7 شکل

 UTMضریب اشل در  -1-8-6

  دیدیم ضریب اشل را در تصویر ترانسورس مرکاتور بطور تقریب می توانیم با معادله : 6-37بطوریکه در معادله 

)78-6(                                                                                                                   
2

21 cos
2

k


    

  تعیین نماییم.

این  UTMالبته در سـیسـتم ترانسـورس مرکاتور، ضریب اشل در طول نصف النهار مرکزي برابر است با یک ، ولی در سیستم 

   :نشان دهیم فرمول ضریب اشل را در این سیستم تصویر بصورت 1k است که چنانچه آن را با 9996/0کمیت 

)79-6(                                                                                                           
2

2
0 1 cos

2
k k




 
  

 
   

  خواهیم داشت. بطوریکه مشاهده می شود بر روي نصف النهار مرکزي داریم:

)a79-6(                                                                                                                                 0k k  

b79-6(   0( بر آن زیرا براي نقاط واقع  می باشـد و هرچه فاصـله نقطه از نصـف النهار مرکزي بیشتر شود مقدار k  نیز

فزونی خواهد یافت و به تدریج به عدد یک رسـیده و از آن بزرگتر می شود. حال می خواهیم بدانیم در طول چه خط یا خطوطی 

0 اختلاف 6-79برابر با یک خواهد بود. چنانچه در معادله ضریب اشل  ,kk را با k :نشان دهیم خواهیم داشت  
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)80-6(                                                                                                        

1

2
0 0

0

2

cos

k

k
 



 
  

 
   

  و با توجه به فرض فوق می توانیم بنویسیم:

 41
1 0.9996 4 10

2500
k        

  و همچنین:

0 , 2

40 , 3

 

 

 

 

 

 
   

  ).6-8متر ضریب اشل مساوي واحد خواهد بود(شکل  000,220بنابراین در طول استوا در فاصله حدود 

  

  )UTM(ضریب اشل در  6-8شکل 

  UTMمعادلات تصویر براي  -2-8-6

لازم است  UTMبا مروري بر معادلات ترانسورس مرکاتور مشاهده خواهیم نمود که براي صادق بودن این معادلات در سیستم 

0.9996k مقدار  .در ابتدا فاصله نصف النهاري  را براي نصـف النهار کروي در تمام فرمول ها اعمال نموده و در نظر داشت

UTM بصورت :  

)81-6(                                                              0 0 0 0

0 0

cos ( )y k s k Md k N d k f
 

           
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 تغییر میضرب می شود و به همین ترتیب تمام مشتقات همین نسبت  0k در f(q) تعریف می شود. می بینیم که در این تابع

  یابند یعنی:

)82-6(                                                                                                                         0

( )n

n

d f
k

d




    

  بر حسب معادلات ترانسورس مرکاتور عبارت است از: UTMنابراین معادلات تصویر براي مسئله مستقیم در ب

)83-6(                                                                                                             0

UTM TM

x x
k

y y

   
   

   
   

  )6-84(معادله یرا در با سیستم ترانسورس مرکاتور یکسان است. ز UTMتقارب نصف النهارات براي 

y

x











 0k ضریب  

  حذف می شود. بنابراین:

)85-6(                                                                                                                            UTM TM    

  چنین خواهد بود: UTMضریب اشل در 

)86-6(                                                                                                                       0.UTM TMk k k   

بکار ببریم. این بدان معناست  UTMدر مورد مسـئله معکوس، در واقع می خواهیم معادلات ترانسـورس مرکاتور را با مختصات 

 که
0

UTM
TM

x
x

k
  ،بنابراین دو عبارت مربوط به  :را می باید چنین بنویسیم  

)87-6(                                                                                  
3 5

1 3 5
1 1 13 3

0 0 0

...
3! 5!

UTM UTM UTMx x x

k k k
         

براي محاسـبه مسائل مستقیم و معکوس جداولی  به همین ترتیب می توان معادله مربوط به عرض ژئودتیک را نیز بدسـت آورد.

  تهیه شده که در محاسبات از آنها استفاده می نمایند.

   ٦٤مخروطی لامبرتتصویر متشابه  )7

بصورت  بوسیله لامبرت اختراع شد و مختصراً  1772این سـیسـتم تصـویر همزمان با سیستم تصویر ترانسورس مرکاتور در سال 

LCC :معرفی می گردد. خصوصیات این سیستم عبارتند از  

 مدارات بصورت قسمت هایی از دوایر متحدالمرکز تصویر می شوند -1

 هاي این دوایر در صفحه تصویر ظاهر می شوندنصف النهارات به شکل شعاع  -2

در این قسـمت به ترتیب مسـئله مسـتقیم، ضریب اشل، تقارب نصف النهارات، حالات یک و دو مدار استاندارد و مسئله معکوس 

  مطرح شده و مورد تجزیه و تحلیل قرار می گیرند.

                                                           
٦٤ Lambert Conformal Conic Projection 



     حمید جعفرزاده           گرد آوري از:                             

  

      

 
١١٨ hamid73j@ymail.com 

 مسئله مستقیم -1-7

  در معادله تصویر زیر تعریف نمود: fئله تعیین تابع مانند حالات قبل مسئله مستقیم را می توان بعنوان مس

( i )x iy f       

1 به دو تابع f بالا را در نظر گرفت. به این ترتیب 2و  1باید خصوصیات و شرایط  fبراي تعیین  2,f f  تبدیل و تجزیه می شود

  : عبارت 1بیان ریاضی شرط  می توان به کمک شروط کوشی و ریمان تعیین نمود.که این دو تابع را 

)1-7(                                                                                                                    2 2 2
1( )x y k f      

)1 عددي است ثابت براي شعاع دایره و مقدار آن بایستی تعیین شود و kاسـت که در آن  )f  تابعی است از عرض ایزومتریک 

( ). همچنین ,x y  نشان داده شده است. 7-1مختصات نقشه نسبت به سیستم مختصاتی است که در شکل  

  

  )LCC (مدارات و نصف النهارات بر روي 7-1شکل 

  : دومین شرط یعنی معادله خط راستی که مبین تصویر یک نصف النهار بر روي صفحه تصویر باشد بصورت

)2-7(                                                                                                                    2 ( ) x 0y f     

2است که در آن  ( )f  چنین خواهیم داشت: 7-1در  7-2با قرار دادن . دومین تابع خواهد بود  

 2 2 2 2
2 1( ) ( )x f x k f    

  از این بسط، معادلات پارامتریک زیر را می توان نوشت:

)3-7(                                                                                                                     
1

2
1

1
2 2

2

( , )

( )
x

1 ( )

x x

k f

f

 









  
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                                                                                                          )7-4( و 
1

2
2 1

1
2 2

2

( , )

( ) ( )

1 ( )

y y

kf f
y

f

 

 







  

  

2 کوشـی و ریمان را براي تعییناکنون معادلات  1( ), f ( )f   .یادآوري می شود که این معادلات  مورد اسـتفاده قرار می دهیم

  بصورت :

)5-7(                                                                                                             ;
x y x y

   

   
  

   
   

  داریم: 7-3و  7-4می باشند. با توجه به روابط 

)6-7(                                                                                                               1
1 1

22 2
1 22(f ) (1 f )

Ikfx









   

)7-7(                                                                                                                

1
1 2

1 2 2
3

2 2
2

( )

(1 f )

Ik f f fx









  

)8-7(                                                                                                             2 1
1 1

22 2
1 2

.1

2
(f ) (1 f )

Ik f fy









  

)9-7(                                                                                                                     

1

2
1 2

3
2 2
2

.( )

(1 f )

Ik f fy









  

  از اولین معادله کوشی و ریمان می توان چنین نتیجه گرفت:

)10-7(                                                                                                               1 2
2

1 2

2
2

1

I If f
L

f f
  


  

  می توان دو معادله زیر را نوشت: 7-10ثابت جدیدي است که می باید تعیین شود. بنابراین از معادله  L که

)11-7(                                                                                                                         1

1

2
If

L
f

    

)12-7(                                                                                                                                                    2
2

21

If
L

f



  

) جهت از عرض ژئودتیک L بعداً خواهیم دید که ثابت )  .از دومین معادله شروط کوشی و ریمان معادلات زیر را می توان ؟؟

  بدست آورد:
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)13-7(                                                                                                          2 1
2

2 1

1

1 2

I If f
L

f f
  


  

  همان ثابت قبلی است. از این معادله نیز دو معادله زیر نتیجه می شوند: L که

)14-7(                                                                                                                              1

1

2
If

L
f

   

)15-7(                                                                                                                        2
2

21

If
L

f



  

2 تا این مرحله دو معادله که با اســتفاده از آن ها قادر خواهیم بود که عباراتی را براي بیان 1( ), f ( )f   ر حســب مقادیر ثابتب 

, Lk  ته شود دیفرانسـیل بالا می بایسـت انتگرال گرفمحاسـبه کنیم، تعیین کرده ایم. براي دسـتیابی به نتیجه نهایی معادلات

  : یعنی

)16-7(                                                                                                                     1

1

2
df

Ld
f

   

)17-7(                                                                                                                    1

1

2
df

L d
f

     

)18-7(                                                                                                       1 2 1(f ) C 2Ln L C     

f)1                                                                                                         )7-19( و یا ) 2 ILn L C    

1 ترکیب IC که 2,C C 10  )7-20( است و با در نظر داشتن شرط (f ) 0Ln    :خواهیم داشت  

)٧-٢١                                                                                                                            (  0IC   

  بصورت زیر می شود: 7-19بنابراین معادله  

)22-7(                                                                                                                      1(f ) 2Ln L   

)23-7(                                                                                                                               2
1

Lf e   

2 همچنین دومین تابع یعنی ( )f   تعیین نمود. یعنی: 7-15را می توان با انتگرال معادله  

)24-7(                                                                                                              2
22

21

If
df Ld

f


   

1                                                                                                                   )7-25( و یا
2tan f L    

)26-7(                                                                                                                         2 tan(L )f   
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2 با قرار دادن 1,f f  چنین نتیجه می شود: 7-3و  407بدست آمده در معادلات  

)27-7(                                                                                                             

1
2 2

1
2 2

x

1 tan (L )

Lk e 



  

  

  

)28-7(                                                                                                                cos(L )Lx ke     

)29-7(                                                                                                             sin(L )Ly ke    

  :از معادلات تصویر فوق می توان شعاع هر مداري را با استفاده از 

)30-3(                                                               
2 2 2 2 2 2 2(cos (L ) sin (L )),

r ke

L

L

r x y k e 



 



   


     

  ):7-2محاسبه نمود. اکنون می توان معادلات تصویر را بصورت زیر بنویسیم (شکل 

)31-7(                                                                                                                   cos(L )x r    

)32-7(                                                                                                                        sin(L )y r   

  

  )LCC (مختصات قطبی براي 7-2شکل 

  بصورت زیر تعیین می شود: 7-28و  7-29با ترکیب معادلات  fتابع کلی تصویر یعنی 

)33-7(                                                                         ( i ) ke (cos isin )Lx iy f          

  و با استفاده از معادله اولر که در قسمت دوم این بخش دیدیم چنین خواهیم داشت:

)34-7(                                                                                                                ( i )

( i )

ke

k

k

L iL

L

iL

x iy e

x iy e

x iy e

 

 

 



 



 

 

 
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  ضریب اشل       -2-7

  :عبارت عمومی ضریب اشل را بصورت 

)35-7(                                                                                                         

2 2( ) ( )

cos

x y

k
N

 



 


 
    

  را می توان به ترتیب زیر تعیین نمود: k، اجزاء تشکیل دهنده  LCC داشتیم. براي

)36-7(                                                                                                         cos(L )Lx
kLe  




 


  

)37-7(                                                                                                     cos(L )Ly
kLe  




 


  

                                                                                                                       )7-38( و
cos

LkLe
k

N







   

  ختصات ژئودتیک آن نقطه تعیین نمود.هر گاه ثابت ها در دست باشند می توان در هر نقطه تصویر، ضریب اشل را به ازاء م

  تقارب نصف النهارات       -3-7

  قبلا دیدیم که معادله عمومی تقارب نصف النهارات بصورت زیر است:

)39-7(                                                                                                                            tan

y

x











  

  چنین داریم: LCC در مورد

)40-7(                                                                                                                     sin(Lr)
y

Lr






   

)41-7(                                                                                                                    cos(Lr)
x

Lr






  

tanبنابراین: tan(L )  :و در نتیجه  

)42-7(                                                                                                                                                           L   

4-7-     LCC در حالت دو مدار استاندارد  

گر فرض کنیم که ضریب اشل در ادر حالت دو مدار استاندارد تعمیم می دهیم.  LCC در این قسـمت معادلات تصویر را براي

  چنین بنویسیم: 7-38طول دو مدار مساوي یک باشد می توانیم با استفاده از معادله 
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)۴٧-٣                                                                                  (               
1 2

1 1 2 2

1
cos cos

L LkLe kLe

N N

 

 

 

   

)44-7(                                                                                                            
1

2

1 1

2 2

cos

cos

L

L

Ne

e N












    

  : را می توان بصورت 7-44معادله  نشان دهنده دو مدار مورد بحث هستند. 2و  1در این معادلات اندیس هاي 

)47-7(                                                  1 2 1 1 2 2(N ) Ln(cos ) (N ) Ln(cos )L L Ln Ln          

  را به شرح زیر تعیین می نماید: L نوشت که ثابت

)46-7(                                                                             1 2 1 2

2 1

(N ) (N ) Ln(cos ) Ln(cos )Ln Ln
L

 

 

  



  

  را می توان بدست آورد: kثابت  7-43با استفاده از معادله 

)47-7(                                                                                                
1 2

1 1 2 2cos cos
L L

N N
k

Le Le 

 
 

   

k, با تعیین دو مقدار ثابت L  به شرحی که در فوق گذشت بحث مربوط به مسئله مستقیم کامل می شود. یادآوري می شود که

  دیدیم بصورت زیر می باشد: 7-35معادله اصلی تصویر بطوریکه در 

( i )iLx iy ke      

5-7- LCC       در حالت یک مدار استاندارد  

با این مفهوم است که ضریب اشل در طول آن مدار یک باشد. بنابراین چنانکه عرض ژئودتیک  LCC حالت یک مدار استاندارد

  فرض کنیم چنین خواهیم داشت: 0آن مدار را 

)48-7(                                                                                                              
0

0 0

1
cos

LkLe
k

N







     

0                                                                                                         )7-49( و یا

0 0cos LN Lke    

Lr  )7-50( دیدیم شـعاع هر مدار را می توان با 7-30ولی بطوریکه در معادله  ke   حساب کرد. بنابراین عبارتی که شعاع

  : را بدست می دهد بصورت 0 مدار با فرض

)51-7(                                                                                                                             0

0
Lr ke   

  :را به این ترتیب می توان به رابطه زیر تبدیل نمود 7-49خواهد بود و معادله 

)52-7(                                                                                                                  0 0 0cosN Lr   

  ):7-3که می توان آن را به شکل زیر از نظر هندسی تفسیر نمود (شکل 
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   7-3شکل 

  صورت دیگر شعاع استاندارد عبارت است از:

)53-7(                                                                                                                    0 0 0cotr N    

  بدست آورد: 7-52در  7-53را می توان با قرار دادن معادله  L عدد ثابت

0 0 0 0cos cotN LN   

)54-7(                                                                                                                              0sinL    

  .رجوع شود) 7-30را بدست می دهد بصورت زیر خواهد بود (به معادله  kو عبارتی که عدد ثابت 

)55-7(                                                                                                          0 0sin
0 0cotk N e    

)دو معادله اخیر همراه با معادله تصــویر یعنی  i )iLx iy ke    حل مســئله مســتقیم را براي LCC  در حالت یک مدار

  استاندارد را ممکن می سازند.

  مختصات سیستم ترمیم و تغییر        -6-7

نشان داده شد در عمل چندان مناسب نیست. براي رفع اشکال، دو ترمیم یا تغییر بدین شرح  7-2سیستم مختصاتی که در شکل 

مبدأ را به منظور تقلیل اندازه یکی از مختصات تغییر می ر به یکدیگر تبدیل می کنیم و محل  yو  xانجام می دهیم: محورهاي 

  چنین داشتیم: 7-31و  7-32از معادلات  دهیم.

cos(L )

sin(L )

x r

y r








   

  و بالعکس نتیجه می گیریم: yبه  xکه پس از تبدیل 

)56-7(                                                                                                                       
sin(L )

cos(L )

x r

y r








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  رجوع شود): 7-4(به شکل  معادلاتی که مبین تغییر مبدأ هستند عبارتند از

 )57-7(                                                                                                           
0

sin(L )

cos(L )

x r

y r r







 
  

 yطوري انتخاب می شود که بزرگتر از عبارت قسمت دوم باشد و منظور از این کار، خودداري از داشتن مقدار منفی براي  0r که

است به نحوي که  0 . یکی انتخابا این شرط انتخاب نمود وجود داردرا ب 0r استفاده از آن ها می تواندو طریق که با  است.

0  )7-58( عبارت ، 0آن زیر ناحیه مورد نظر واقع باشـد و با اسـتفاده از این 

0
Lr ke  را حساب نمود و یا مستقیما عبارت

  زیر را می توان بدست آورد:

)59-7(                                                                                                                    0 0 0cotr N   

  

  )LCC (تبدیل مبدأ مختصات در 7-4شکل 

  مسئله معکوس        -7-7

x, در مسئله معکوس مقادیر y 0 همراه با, ,r L k داده می شوند و مختصات ژئودتیک یعنی ,  .مطلوب مسئله هستند  

  

  (مسئله معکوس) 7-5شکل 

  ژئودتیک نوشت:می توان عبارت زیر را براي طول  7-5از شکل 

)60-7(                                                                                                                        
0

tan
x

r y
 


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L                                                                                                                                )7-61( و    

  بنابراین داریم:

)62-7(                                                                                                                                    
L


   

0 )7-63( از معادله r عرض ژئودتیک با اجراي مراحل زیر بدست می آید. ابتدا

cos

r y
r




 .می دانیم که  حساب می شود:  

Lr ke    

  : بنابراین

)64-7(                                                                                                               (r) Ln(k) LLn     

                                                                                                                                 )7-56( و یا
(k) Ln(r)Ln

L



  

  رح داده شد تعیین نمود.که قبلا ش Raphson-newtonرا با استفاده از روش تکراري   می توان  پس از تعیین

  

  

  

 


