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  پيشگفتار

بخش قابـل تـوجهي از ايـن حقـايق جنبـه      . بشر از ابتداي خلقت تاكنون به دنبال كشف حقايق بوده و هست

زمين به عنوان محل سكونت و زندگي انسان با شكل و اندازه . فيزيكي دارند و داراي بعد زمان و مكان هستند

شناخت ويژگي ها و . است بشر بوده استخود يكي از موضوعاتي است كه شناخت دقيقتر آن همواره مورد خو

خصوصيات زمين و محيط پيرامون زندگي بشر مبتني بر دانستن يكسري كميت هاي هندسي و فيزيكي است 

رشته مهندسي نقشه برداري در ميان رشته هاي مختلف مرتبط با علوم زمين از جايگاه . كه مجهول مي باشند

اندازه گيري هاي مختلف در حوزه زمان و مكان يك نقش . ر استممتازي در دستيابي به اين شناخت برخوردا

البته بديهي است در ساير رشته هاي علـوم و مهندسـي نيـز    . زيربنايي در مسائل مهندسي نقشه برداري دارند

  . براي دستيابي به اهداف مورد نظرشان، قطعا اندازه گيري ها از اهميت ويژه اي برخوردارند

يك تحـول   GNSSنظير سامانه هاي نقشه برداري هاي جديد در مهندسي فنĤوري ا بر با اتكامروزه هر چند 

، ليكن بسته به هـدف و دقـت مـورد    ه استاساسي در سرعت و دقت تعيين كميت هاي مجهول به وجود آمد

ريشه اين عدم قطعيت به وجود خطـا   .نظر همواره يك عدم قطعيت در برآورد كميت هاي مجهول وجود دارد

با توجه  .ازه گيري ها و نيز مدل هاي مورد استفاده در مسائل مختلف مهندسي نقشه برداري بر مي گردددر اند

به اينكه هيچگاه امكان دستيابي به اندازه گيري هاي بدون خطا و مدلسازي هاي كامـل و بـي نقـص وجـود     

يج حاصل از آن، بويژه در مسائل ندارد، لذا بررسي رفتار خطاها در اندازه گيري ها و سپس در مدلسازي ها و نتا

بر اين اسـاس يكـي از مباحـث    . حساس و دقيق، امري ضروري است كه بايد به طور جدي مد نظر قرار گيرد

است كه هميشه بـه عنـوان يكـي از    " تئوري خطاها"مهم در مسائلي كه به نوعي با اندازگيري سروكار دارند 

  .به حساب مي آيد دروس پايه و مهم در رشته مهندسي نقشه برداري
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در دانشگاه هـا و مراكـز مختلـف     تئوري خطاها ارب نگارنده جزوه پس از سال ها آموزش درسبر اساس تج

تئوري خطاها و اندازه گيري در مهندسي نقشه برداري، محتواي كتب موجود در زمينه توجه به آموزش عالي و 

  . استه ين شدبراي استفاده دانشجويان عزيز تدوفصل  5در  زير را مطالب

 مفهوم اندازگيري و خطا �

 مفاهيم اساسي آمار و احتمال �

 انتشار خطاها �

 نمونه برداري و برآورد �

 بيضي خطا ها �

اميدوار است اين جزوه موجب رضايت كليه خوانندگان محترم بويژه دانشجويان عزيز قرار بگيرد و بـا   نگارنده

مهندسي نقشه برداري به علاقمندان  و اعتلاي سعهچند كوچك در جهت تو هر گامياين وسيله توانسته باشد 

  .باشد برداشتهو دانش پژوهان و جامعه دانشگاهي رشته مهندسي نقشه برداري 

  

  يحيي جمورتر كد

  1388ديماه 
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  گيري و خطاه انداز

  

عليرغم پيشرفت علوم و فنون مختلف و بكارگيري دستگاههاي جديد اندازه گيري، هنوز اندازه گيري 

در واقع به طور كلي همه اندازه گيري ها تا . ها و مشاهدات مختلف نقشه برداري عاري از خطا نمي باشند

انند طول، زاويه و اختلاف ارتفاع را نمي توان اندازه اي غير دقيق اند و مقدار واقعي كميت هاي فيزيكي م

گذشته از كامل نبودن دستگاههاي اندازه گيري عوامل محيطي و انساني نيز در واقعي نبودن اندازه . يافت

از آنجاكه مقدار واقعي از نظر ما قابل حصول نيست تلاش خواهيم كرد تا چگونگي .  گيري ها دخيل هستند

ه به كمك مجموعه اي از اندازه گيري ها مشخص مي شود، و چگونگي برآورد دقت يافتن دقيقترين مقدار، ك

  .اين مقدار را نشان دهيم

البته هميشه هدف از اندازه گيري ها لزوما كمينه سازي خطاهاي اندازه گيري و رسيدن به بالاترين 

اي باقيمانده اثري بر نتيجه كم دقت نيز ممكن است به خوبي پاسخگوي نياز مسئله باشد و خط. دقت نيست

به هر حال هر اندازه گيري يا مشاهده با مقدار واقعي آن كميت يك . روي استنتاجات تحليلگر نداشته باشد

مي نامند و در اين كتاب به بحث و بررسي در مورد آن خواهيم  اختلاف دارد كه آن را خطاي مشاهده

كنند و به طور كلي از علل متعددي ناشي مي  خطاهاي مشاهداتي از قانون ساده اي پيروي نمي. پرداخت

حتي در تكرار يك اندازه گيري با يك وسيله واحد به نتايج دقيقا يكساني نمي رسيم و تغييرات هر چند . شوند

صرفنظر از اشتباهات، خطاهاي اندازه گيري معمولا به دو دسته سيستماتيك و . كوچكي در آنها مي بينيم

لبته برخي اوقات جداسازي اين دو دسته خطا مشكل است و در واقع خطاهاي اندازه ا. اتفاقي تقسيم مي شوند

  .گيري موجود تركيبي از آنها هستند

  

  فرآيندهاي قطعي و اتفاقي 

در عمل بسياري از پديده هاي فيزيكي وجود دارند كه داده هاي توليدي آنها با دقت قابل قبولي با 

اين نوع پديده ها موسوم به پديده هاي قطعي هستند كه در دو دسته  .مدلهاي رياضي صريح قابل بيان هستند

كلي متناوب و نا متناوب تقسيم مي شوند و هريك از اينها نيز در زير دسته هاي ديگري تقسيم بندي مي 
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به دور زمين و يا سقوط آزاد يك  مشخص مداريك حركت ماهواره در . (Bendat & Piersol, 1971)شوند 

در مقابل پديده هاي ديگري نيز . مثال هاي مناسبي براي پديده هاي فيزيكي قطعي هستند ،جسم در خلاء

و رفتار آنها به هيچ وجه قابل مدلسازي و قابل پيش  وجود دارند كه داده هايي با ماهيت قطعي توليد نمي كنند

شد و در واقع يكي از بي در چنين فرآيند هايي هر مشاهده كاملا مستقل از مشاهدات ديگر مي با. بيني نيست

به عنوان يك ارتفاع امواج در يك درياي خروشان را مي توان  تغيير. نهايت حالتي است كه مي تواند رخ دهد

 فرآيند هاي قطعي مي توان رفتاردر  همانطور كه اشاره شد،. در نظر گرفتمثال خوب براي اين نوع پديده ها 

پيش بيني نمود در حاليكه در فرآيندهاي اتفاقي براي آينده  اضيبر اساس مدل هاي ري پديده هاي فيزيكي را

  .استفاده نمودبراي تجزيه و تحليل آنها نيست و بايد از علم احتمال و آمار  چيزي امكان پذير چنين

آنچه كه ما در اين مبحث به دنبال آن هستيم فرآيندهاي اتفاقي است كه خود به دو دسته ايستا 

(stationary) يستا و نا ا(nonstationary) منظور از فرآيندهاي ايستا فرآيندهاي با خواص . تقسيم مي شوند

بر عكس در فرايندهاي ناايستا خواص آماري ). مانند وريانس و ميانگين(آماري ثابت در طول زمان مي باشد 

يده هايي كه ما با خوشبختانه اغلب پد. (Bendat & Piersol, 1971) آنها با گذشت زمان ثابت نخواهند ماند

  .اعتبار داردخوبي براي آنها بسيار آنها سرو كار داريم يا واقعاً ايستا هستند و يا اينكه فرض ايستايي با تقريب 

  

  مفهوم اندازه گيري و خطا 

گيرها و سپس سرشكني و تجزيه و تحليل آنها  اندازه بااگرچه اغلب اوقات مهندسين نقشه بردار 

و گسترده  امنه مسئوليت هر مهندس نقشه بردار در ارتباط با هر پروژه نقشه برداري متغير، ولي دسروكار دارند

چنانچه بنابراين . را در بر مي گيردهاي مختلف نگارهاست و از تجزيه و تحليل اوليه تا ارائه نتايج به  تر از آن

ندانه نسبت به جمع آوري، هوشم وظيفه خود را به نحو مطلوب انجام دهد و يك مهندس نقشه بردار بخواهد

  . سرشكني و تجزيه و تحليل اندازه گيري ها اقدام نمايد، لازم است فرآيند اندازه گيري را خوب بشناسد

و  "اندازه گيري" در اغلب اوقات افراد مختلف حتي متخصصين اندازه گيري ها نيز واژه هاي

انجام هر اندازه گيري نيازمند توجه نمود كه اما در اصل بايد . با مفهوم يكساني بكار مي برند "همشاهد"

عمل  بنابراين. چيزي مشاهده گردد قبل از آنمشاهدات است و هيچ اندازه اي حاصل نمي شود مگر يكسري 
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از آنجا  .مي باشد "مشاهده"حاصل حداقل يك  "اندازه گيري"است و هر  "اندازه گيري"مقدم بر  "مشاهده"

ات و اندازه گيري ها مشاهدرخي علوم و فنون ديگر وابستگي شديدي بين كه در مهندسي نقشه برداري و ب

  .مترادف استعمال مي شوندمعادل و اغلب به صورت  "همشاهد"و  "اندازه گيري"عبارات وجود دارد، 

موضوع كمي  ولي حقيقت ،به صورت يك عمل منفرد تصور شود در ذهن ما ممكن است اندازه گيري

نقشه برداري دقيق هر اندازه گيري شامل چندين مرحله اساسي  يك ممكن است در واين است  پيچيده تر از

با اين حال در پايان تمام اين مراحل تنها يك مقدار . ، نشانه روي، تطابق و قرائت باشد)سانتراژ(استقرار نظير 

نسبتاً ساده  لعمبراي مثال . ارائه مي شودكميت مورد نظر  "مشاهده"يا  "اندازه گيري"عددي براي بيان 

متري در نظر  30متري بين دو نقطه را با استفاده از يك متر نواري فولادي  20اندازه گيري يك فاصله 

  : انجام شوند بايد براي اندازه گيري دقيق فاصله بين اين دو نقطه مراحل اساسي زير. بگيريد

ي سطح زمين و تقريباً در امتداد مورد نظر، بالا فاصلهمتر در نزديكي دو سر ابتدايي و انتهايي نوار  - 1

  .مستقيم بين دو نقطه نگهداشته مي شود

 .متر،  يك شاقول به حالت آويزان نگهداشته مي شود نوارروي نقطه اول و در مجاورت  - 2

 .متر،  يك شاقول به حالت آويزان نگهداشته مي شود نوارروي نقطه دوم و در مجاورت  - 3

 .فظ مي شوند، متر به حالت كشيده در مي آيددر حاليكه هر دو شاقول روي دو نقطه ح - 4

 .عدد مجاور نخ شاقول اول از روي متر قرائت و ثبت مي شود - 5

 .عدد مجاور نخ شاقول دوم از روي متر قرائت و ثبت مي شود - 6

 . فاصله بين دو نقطه بدست مي آيد 6و  5با كم كردن دو قرائت مربوط به مراحل  - 7

گيري ساده اي چندين مرحله اساسي شامل استقرار، كشش متر ملاحظه مي شود كه براي چنين اندازه 

. و قرائت انجام مي گيرد كه همه آنها براي بدست آوردن فاصله دقيق بين دو نقطه لازم و ضروري هستند

بنابراين اندازه گيري فاصله بين دو نقطه با روش متر كشي فقط يك قرائت واحد نيست و در واقع نتيجه 

  .كميت مورد نظر است و اندازه گيري آيند مشاهدهچندين مرحله در فر

ممكن است هنوز تمام فرايند مربوط به بدست آوردن يك اندازه گيري قابل اعتماد از  7تا  1مراحل 

 7مقدار عددي حاصل از مرحله  ،براي خيلي از مقاصدممكن است به عبارت ديگر . فاصله مورد نظر نباشند
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براي فاصله بين دو نقطه  و دقيقتري چنانچه نتيجه بهتر. يگر اينطور نباشداما براي مقاصدي د باشد،مناسب 

براي موارد مختلفي  7مقدار حاصل از مرحله  علاوه بر تكرار مراحل اندازه گيري، مي بايست ،مورد نظر باشد

  .تصحيح گرددنيز همچون خطاي طول واقعي متر، انبساط طولي، انكسار و كماني شدن متر 

به عنوان . ممكن است به دلايل مختلفي اتفاق بيافتند كهفرايندي است توأم با تغييرات  اندازه گيري

مثال چنانچه فاصله بين دو نقطه چندين بار بوسيله يك متر فولادي اندازه گيري شود و در همان حال 

دي و در نتيجه تغييرات دمايي نيز وجود داشته باشد، متناظر با تغييرات دمايي شاهد تغيير در طول متر فولا

چنانچه بجز تغيير دما هيچ عامل ديگري وجود نداشته باشد، در آن صورت . تغيير در قرائت اعداد خواهيم بود

اما واقعيت اين است كه عوامل . تغييرات موجود در اندازه گيري ها نشان دهنده تغييرات دمايي خواهند بود

نقص و ند كه دما يكي از آنهاست و عوامل ديگري نظير بسيار زيادي در تغييرات اندازه گيري ها مؤثر هست

محدوديتهاي دستگاه هاي اندازه گيري و محدوديت توانايي عامل مشاهده براي سانتراژ، نشانه روي، تطابق و 

بنابراين به دليل تغييرات كوچكي كه در هر مرحله از اندازه گيري اتفاق مي افتد، نتيجه . قرائت وجود دارند

  .اي نمي تواند عيناً تكرار شود هيچ مشاهده

از آنجا كه تمام اندازه گيري ها توأم با تغييرات هستند، لذا كميت مورد نظر بطور كامل و قطعي قابل 

حالت ايده آل آن است كه براي كميت مورد نظر به يك مقدار كاملاً ثابت و بدون تغيير دست . تعيين نيست

از   "برآورد"اما در حقيقت آنچه ما بدست مي آوريم چيزي جز يك . گويند "مقدار واقعي"يابيم كه به آن 

 داراي ماهيتي اتفاقي است و يك با توجه به اينكه تغيير در اندازه گيري ها يا مشاهدات. مقدار واقعي نيست

زه گيري يا مشاهده مي بايست بعنوان يك متغير در نظر اامري طبيعي تلقي مي شود، از لحاظ رياضي اند

بيشتر  آن در موردچنين متغيري در علم آمار و احتمال، متغير تصادفي تصادفي ناميده مي شود كه . شودگرفته 

  .د شدصحبت خواه

همانطور كه اشاره شد حتي تحت شرايط محيطي كاملا ثابت و يكسان باز هم تغيير در اندازه گيري ها 

محسوب مي ميت، پديده اي كاملاً طبيعي زيرا تغيير در مقادير حاصل از اندازه گيري يك ك ،ديده مي شود

نيز  "خطاي اندازه گيري"بنابراين اختلافات بين مقادير اندازه گيري شده با مقدار واقعي آن موسوم به . شود

چنين خطايي به  كه اينطور نيست وممكن است عبارت خطا القا كننده مفهوم اشتباه باشد . مورد انتظار است

  . مي باشد فمعروخطاي بزرگ يا اشتباه 
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به عبارت ديگر آنچه . مطالعه خطاهاي مشاهداتي و رفتار آنها اساساً معادل مطالعه خود مشاهدات است

       τ اگر. است "تئوري مشاهدات"ياد مي شود معادل با  "تئوري خطاها"از آن بعنوان  معمولكه بطور 

آن باشد، آنگاه خطاي  از اندازه گيري يكبيانگر  ix و) زاويه يا لمانند طو(بيانگر مقدار واقعي يك كميت 

  . بصورت زير تعريف مي شود ixاندازه گيري 

  

)1(  τε −= ii x  

  

را نيز دست نيافتني  iε قدار واقعيرا نمي دانيم، لذا م τ مقدارهرگز از آنجا كه به طور معمول ما 

آنگاه مي توان از آن بعنوان يك معيار مناسب به منظور  ،بدست آورد τبتوان برآورد خوبي از  اما اگر. است

را با   τبرآورد  چنانچه. مطالعه تغييرات مشاهدات استفاده نمود
∧
x   نمايش دهيم، آنگاه اختلاف بين برآورد

∧
x ه و مقدار مشاهدix را باقيمانده ir ناميده و بصورت زير تعريف مي نمائيم.  

  

)2(  ∧
−= xxr ii  

  

تغييرات اندازه گيري ها مورد استفاده قرار  و تجزيه و تحليل كميتي است كه در عمل براي بيان irباقيمانده 

  .مي گيرد

  

  انواع خطاها 

خطاهاي  ،خطاهاي بزرگ: سنتي مي توان خطاهاي اندازه گيري را به سه نوع دسته بندي نموده طور ب

بندي خطاها وجود دارند، ولي اين نوع دسته  هرچند انواع ديگري از دسته. سيستماتيك و خطاهاي اتفاقي

مثال خوبي از انواع رفتارهاي سيستماتيك و اتفاقي در ) 1(در شكل  .بندي در تئوري خطاها مناسب تر هستند

  .دائم تهران ديده مي شود GPSيك سري زماني مولفه هاي مختصات ايستگاه 
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  دائم تهران GPSسري زماني مولفه هاي مختصات ايستگاه  - 1نگاره 

  

  (Gross errors or Blunder)خطاهاي بزرگ يا فاحش  •

 .خطاهاي بزرگ نتيجه اشتباهاتي هستند كه عمدتاً ناشي از بي توجهي عامل اندازه گيري مي باشند

بعنوان مثال ممكن است عامل اندازه گيري اشتباهاً به هدف ديگري نشانه روي كند يا ممكن است در قرائت 

چنانچه عامل اندازه گيري فردي . كند ثبت 65/41بجاي را  56/41مثلاً ، دچار اشتباه شود خودمشاهده يا ثبت 

به هر حال در برآورد  .بي توجه و بي دقت باشد، بي شك اشتباهات زيادي در مشاهدات بوجود خواهند آمد

رآورد و تجزيه و كميت هاي مورد اندازه گيري، وجود اشتباهات غير قابل قبول است و مي بايست قبل از ب

  .تحليل نتايج، اينگونه خطاهاي بزرگ شناسايي و از ليست اندازه گيري ها حذف شوند

جنبه سودمندي و اقتصادي آنها مورد توجه قرار گيرد،  فقطمعمولاً در پروژه هاي نقشه برداري كه 

اسبي به منظور كمك در از اين رو روشهاي صحرايي من. خطاهاي بزرگ و اشتباهات نيز بيشتر اتفاق مي افتند

  .كشف و تعيين اشتباهات وجود دارند كه در زير به برخي از آنها اشاره مي شود

  ها روي نشانه هاي نقشه برداري  قرائتكنترل دقيق تمام  �

 تكرار قرائت ها و كنترل سازگاري معقول و منطقي بين آنها  �
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 تصديق اعداد ثبت شده با مقياس اندازه گيري ها  �

 اندازه گيري ها بطور مستقل و كنترل آنها بمنظور وجود سازگاري بين آنها تكرار كامل  �

 استفاده از ابزار كنترل هندسي و جبري ساده مانند مجموع زاوياي داخلي يك چند ضلعي �

 مجددا تاكيد مي شود اتخاذ روشهاي فوق جهت جلوگيري از بروز اشتباهات بسيار مهم است ولي

رخ دهد مي بايست قبل از استفاده از اندازه گيري ها از ليست مشاهدات حذف  چنانچه به هر دليلي اشتباهي

  . شود

  

  (Systematic errors)خطاهاي سيستماتيك  •

رياضي  مدل ها و روابطهاي قطعي و شناخته شده اتفاق افتاده و بوسيله روندخطاهايي كه بر اساس 

ان مثال در مورد تغيير طول يك متر نواري بعنو. خطاهاي سيستماتيك ناميده مي شوند ،قابل بيان باشند

يك رابطه تابعي بين دما و تغيير طول نوار فولادي به صورت خطي  مشخص،ضريب انبساط طولي  با فولادي

بنابراين اگر طول متر نواري در يك دماي استاندارد معلوم باشد، تغيير طول نوار از حالت . است شده ارائه

  .بعنوان يك خطاي سيستماتيك شناخته مي شود ،دماي استانداردبدليل انحراف از ، استاندارد

ماهيت خطاهاي سيستماتيك به گونه اي است كه چنانچه اندازه گيري ها تحت شرايط كاملاً يكساني 

به عنوان مثال در تكرار اندازه گيري يك فاصله با . خطاهاي سيستماتيك نيز عيناً تكرار مي شوند, تكرار شوند

تحت شرايط مشابه دما، كشش،  يلادي، چنانچه از متر فولادي و عاملين اندازه گيري يكسانمتر نواري فو

  .استفاده شود، در آن صورت خطاهاي سيستماتيك نيز عيناً تكرار خواهند شد..... شيب و

اگر مقدار و علامت خطاهاي سيستماتيك در سراسر فرآيند اندازه گيري ثابت باقي بماند به آن خطاي 

، ممكن است به شكل مي گيرد سازوكاري كه رفتار خطاهاي سيستماتيك تحت آن. اطلاق مي شود "ثابت"

عامل اندازه گيري، وسيله اندازه گيري، شرايط فيزيكي و محيطي در زمان اندازه گيري يا هر نوع تركيبي از 

  .اين عوامل وابسته باشد
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 .مي كندپيدا هاي سيستماتيك ميل بعضي اوقات خطاي شخصي عامل اندازه گيري نيز به سمت خطا 

همانطور كه خطاي شخصي تحت شرايط مشاهده متغير است، حواس طبيعي بينايي و شنوايي عامل اندازه 

   .گيري نيز ممكن است تغيير نمايد

، خطاي دستگاهي ناميده مي شود كه در زمره نقص در تنظيم دستگاهساختار غير كامل دستگاه يا 

ساختار غير كامل شامل مواردي همچون عدم يكنواختي مقياس درجه . ر مي گيردخطاهاي سيستماتيك قرا

تنظيم دستگاهي ناقص نيز شامل مواردي . بندي و خروج از مركزيت در سوار كردن قطعات دستگاه است

  . همچون عمود نبودن محور تلسكوپ يك زاويه ياب بر محور افقي دستگاه است

متأثر از بسياري عوامل فيزيكي و  ،رداري در صحرا انجام مي گيرنداز آنجا كه عموما مشاهدات نقشه ب

در حاليكه . براي مثال دما، كشش و شيب سطح زمين در متر كشي فواصل موثر هستند. محيطي مي باشند

، اندازه گيري زوايا و نيكيرطوبت و فشار هوا نيز در اندازه گيري فواصل با طولياب هاي الكترو ،علاوه بر دما

تابعي از عوامل مذكور قابل بيان هستند و بنابراين بعنوان  صورتهمه اين اثرات به . يابي مؤثر هستندتراز

  . خطاهاي سيستماتيك طبقه بندي مي شوند

مستقيماً مرتبط با عمل اندازه  ،تمام منابع خطاهاي سيستماتيك كه تا كنون مورد بحث قرار گرفتند

طريق ساده سازي مدل هاي هندسي و رياضي انتخابي نيز مي  اما خطاهاي سيستماتيك از. گيري هستند

بعنوان مثال اگر بجاي يك مثلث كروي يك مثلث مسطحاتي براي اتصال سه ايستگاه . توانند اتفاق بيفتند

نقشه برداري با فواصل چند كيلومتري مورد استفاده قرار گيرد، اضافه كرويت بعنوان يك خطاي سيستماتيك 

  . ظاهر خواهد شد

اندازه گيري هاي نقشه برداري،  پردازش و تجزيه و تحليلبايد گفت در  ،با توجه به مطالب مطرح شده

براي اين منظور دو راه وجود  .دنو مورد تصحيح قرار گير شناساييبايد تا حد امكان خطاهاي سيستماتيك 

شناختي كه از ماهيت  در روش هاي صحرايي با. بكارگيري روش هاي صحرايي و روش هاي محاسباتي: دارد

به عنوان مثال مي توان . هر خطاي سيستماتيك وجود دارد روشي متناسب براي مقابله با آن اتخاذ مي شود

به قرار دادن ترازياب در فاصله اي مساوي با شاخص اشاره كرد كه باعث حذف خطاهاي سيستماتيك انكسار، 

دفتري نيز با داشتن مدل يا رابطه رياضي خطاي  در روش هاي محاسباتي يا. كرويت و كليماسيون مي شود
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سيستماتيك مورد نظر، مانند خطاهاي سيستماتيك ناشي از تغييرات جوي، كماني شدن متر نواري يا شيب 

  . زمين، مقادير تصحيح مربوط محاسبه و به اندازه گيري ها اعمال مي شود

  

  (Random errors) خطاهاي اتفاقي •

و حذف شوند و تصحيحات لازم نيز براي تمام خطاهاي  شناساييهات با فرض اينكه تمام اشتبا

 اين تغييرات. ، هنوز برخي تغييرات در اندازه گيري ها ديده خواهند شدگردنداعمال  شناخته شدهسيستماتيك 

قطعي  فرآيندبر مبناي يك  رياضي هستند كه ديگر داراي يك رابطه مشخصباقيمانده ناشي از خطاهايي 

  .تصادفي هستند و لازم است بر همين اساس با آنها برخورد شود ي كاملااين خطاها داراي رفتار. نمي باشند

از آنجا كه هر اندازه . قبلاً اشاره شد كه يك اندازه گيري يا مشاهده از ديدگاه رياضي يك متغير است

فرض  "متغير تصادفي"ح مي توان آن را يك ووض هلذا ب ،گيري شامل مولفه هاي خطا با رفتار تصادفي است

البته يادآوري مي شود در عمل  .بديهي است كه خطاهاي تصادفي خودشان متغير هاي تصادفي هستند. نمود

بخشي از خطاهاي سيستماتيك، كه عموما كوچك هستند و ناشناخته باقي مي مانند، در قالب خطاهاي اتفاقي 

تنها راه مقابله با اين نوع خطاها . ه صحيح نيستظاهر مي شوند و بر همين اساس با آنها برخورد مي شود ك

افزايش دقت عامل اندازه گيري، بكارگيري دستگاه هاي دقيقتر اندازه گيري و تكرار اندازه گيري ها مي باشد 

به خاطر داشته باشيم كه با توجه به ماهيت اين نوع خطاها، . كه در كاهش سطح خطاهاي اتفاقي موثر هستند

  .يم آنها را به صفر برسانيمهيچگاه نمي توان

بر خلاف خطاهاي سيستماتيك كه در برخورد با آنها از مدلهاي رياضي يا روابط تابعي استفاده مي شود 

در بخش ها و فصول آينده به بيان و شرح  كه براي خطاهاي تصادفي از مدلهاي احتمال استفاده مي شود

   .اهد شدمختصري از مفاهيم اساسي تئوري احتمال پرداخته خو
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  ارقام معني دار و گرد كردن اعداد

اما اگر رقم صفر براي نشان دادن محل . معني دار محسوب مي شوند 9 تا 0ارقام  ،در نمايش يك عدد

هر دو داراي سه رقم معني دار هستند و  934/0و  0934/0مثلاً اعداد . مميز باشد معني دار محسوب نمي شود

  .اي چهار رقم معني دار هستنددار 5906عدد به اين ترتيب 

يك مقدار عددي مي بايست متشكل از تمام ارقام معين يا قطعي و اولين رقم نامعين يا مشكوك 

قطعي باشند و دو رقم آخر مشكوك باشند اين مقدار  824/137براي مثال اگر چهار رقم اول مقدار . باشد

مشكوك  2قطعي هستند و   8و  1،3،7( 82/137: عددي مي بايست با پنج رقم معني دار بيان شود يعني

  ).است

زيرا  ،تعيين تعداد ارقام معني دار در كميتي كه مستقيماً اندازه گيري مي شود معمولاً مشكل نيست

مثلاً اگر يك فاصله با يك متر نواري با . اساساً وابسته به كوچكترين درجه بندي دستگاه مورد استفاده است

متر اندازه گيري شود، پنج رقم  513/462تيمتر و امكان تخمين تا يك ميليمتر، كوچكترين درجه بندي سان

بنابراين مقدار بدست آمده داراي شش رقم . اول قطعي و رقم ششم به علت تخميني بودن آن مشكوك است

  . معني دار است

د كردن چنانچه عمل گر. كاهش مي يابد "گرد كردن "تعداد ارقام معني دار در يك كميت عددي با 

  :بر اساس قواعد زير انجام پذيرد كمترين خطا را در گرد كردن خواهيم داشت

  .ام صرفنظر شود K+1رقم معني دار مورد نياز باشد، از تمام ارقام سمت راست رقم  Kاگر  - 1

 .ام به شكل زير مورد آزمايش قرار مي گيرد K+1رقم  - 2

در گرد كردن به چهار رقم  34421/12 باشد از آن صرفنظر مي شود، مثلاً 4اگر بين صفر تا  - الف

  . مي شود 34/12معني دار تبديل به 

 376/1ام يك واحد افزايش مي يابد، مثلاً  Kاست از آن صرفنظر نموده و رقم  9تا  6اگر بين  - ب

  .در خواهد آمد 38/1در گرد كردن به سه رقم بصورت 

به چهار رقم  345/12، مثلاً گرد شده ام زوج است از آن صرفنظر مي شود  Kاست و رقم  5اگر  - ج

  .است 34/12
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ام اضافه مي گردد،  Kام فرد باشد از آن صرفنظر شده و يك واحد به رقم   Kاست و رقم  5اگر  -د

  .مي شود 344/12رقم معني دار تبديل به  5در گرد كردن به  3435/12مثلاً 

مقايسه با كميتي كه مستقيماً اندازه تعيين تعداد ارقام معني دار يك كميت حاصل از محاسبات در 

ليكن دو قاعده  ،اگر چه تعدادي قواعد سودمند در اين مورد وجود دارند. گيري مي شود، خيلي ساده نيست

  .تقسيم بكار مي روندو  ضرب ،تفريق، خيلي مهم زير براي چهار عمل اصلي جمع

ه اي گرد شود كه تعداد ارقام بگونحاصل عمل مي بايست  )- ( يا تفريق(+) در فرآيند عمل جمع 

براي مثال . باشد ي استكمترين تعداد ارقام اعشار ي كه دارايعدد اعشاريآن برابر تعداد ارقام اعشاري 

  .تنها داراي يك رقم بعد از مميز است 7/149گرد شود زيرا  6/382مجموع زير مي بايست به 

  

6217/382  =2167/2  +495/65  +7/149  +21/165  

  

مي بايست  يا حاصل تقسيم ضرب تعداد ارقام معني دار حاصل )÷( يا تقسيم) ×(رايند عمل ضرب در ف

اعداد صحيح از اين قاعده . باشد است كمترين تعداد ارقام معني دار ي كه دارايبرابر تعداد ارقام معني دار عدد

هست زيرا تعداد ارقام معني دار رقم  3براي مثال در هر دو حالت زير تعداد ارقام معني دار . مستثني هستند

  .سه رقم مي باشد 15/2

  

9/23  =1234/11 × 15/2  

8/47 ) =1234/11 × 15/2 (× 2   )يك عدد صحيح است 2عدد ( 

  

، توصيه مي شود از سروكار داريمدر محاسبات پيچيده و شلوغ كه با تعداد خيلي زيادي از اعمال اصلي 

مطابق آنچه ارائه  محاسبات استفاده شود و پس از اتمام محاسباتيك رقم معني دار خيلي بزرگ در سراسر 

  .گردداز عمل گرد كردن استفاده  شد

  

 



 

  
  
  
  
  
  
  

  دومفصل 
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  و احتمال مفاهيم اساسي آمارمروري بر 

  

يعنـي، در  . باشـد  وجـود داشـته   قطعيتي آنها عدم نتايجشود كه در  هايي مطرح مي در آزمايش مفهوم احتمال

پـذير  ، تغيير نتايج در تكرار آزمـايش اجتنـاب نا  آزمايش در ثابت نگاه داشتن شرايط تلاشمواردي كه عليرغم 

شوند نيست، بلكـه شـامل هـر نـوع      آزمايشهايي كه در آزمايشگاه انجام ميه اصطلاح آزمايش محدود ب. است

، نتـايج متفـاوتي   تكـراري اي شود كه مشاهدات  هاي مربوط به پديده دهاست كه منجر به گردآوري دا فعاليتي

را از پيش بطور  نتايج، گيرد كه در مورد آنها برمي هايي را در پديده قلمرو كاربرد احتمال، تمام. دهند بدست مي

آزمايشات  از آنجا كه انواع مختلف مشاهدات نقشه برداري نيز در اين دسته از .دتوان پيش بيني كر نمي دقيق

قرار مي گيرند، لذا آشنايي و بكارگيري آمار و احتمال نيز ضـروري بنظـر مـي رسـد و قبـل از طـرح مباحـث        

مفاهيم اساسي آمار و احتمال خـواهيم  برداري مروري بر تخصصي مربوط به انتشار خطاهاي مشاهدات نقشه 

 .داشت

آغاز مي  زياد اندازه گيري ار هايتكربحث خود را با مثالي از يك طول با  ،براي روشن شدن مطلب

. براي كليه خطاهاي سيستماتيك نيز تصحيح شده اند ،عاري بودن از خطاهاي بزرگ علاوه بركنيم كه 

اگر چه به هيچ وجه . بنابراين تغييرات باقيمانده در اندازه گيري ها تنها ناشي از خطاهاي تصادفي هستند

تصادفي وجود ندارد، ليكن امكان مطالعه رفتار آنها از طريق  امكان تصحيح اندازه گيري ها براي خطاهاي

توزيع فراواني بعنوان يك  ها، به منظور تشكيل مدل احتمال اندازه گيري. ميسر خواهد بود "توزيع فراواني"

  .اساس مورد استفاده قرار مي گيرد

  

  توزيع فراواني 

هيچ خطاي بزرگي در اندازه گيري ها . مرتبه اندازه گيري مي شود 200متري  810يك طول حدوداً 

نتيجه اندازه گيري . يك سانتي متر تصحيح مي شوندبهتر از وجود نداشته و خطاهاي سيستماتيك نيز تا دقت 

  . آمده است )1(متر نوسان دارند در جدول  23/810متر الي  11/810هاي تصحيح شده كه از 
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  يك طول مرتبه اندازه گيري 200نتيجه  - 1 جدول

  )متر(مقدار اندازه گيري   اوانيفر

1  11/810  

3  12/810  

7  13/810  

19  14/810  

20  15/810  

36  16/810  

38  17/810  

29  18/810  

24  19/810  

10  20/810  

11  21/810  

5  22/810  

2  23/810  

  

واني فرا. به منظور ارزيابي و ترسيم فراوان نسبي براي مقادير بدست آمده به شرح زير عمل مي كنيم

با توجه به اينكه كل . اندازه گيري ها بدست مي آيد هاينسبي با تقسيم تعداد تكرار هر مقدار بر كل تكرار

  . بدست مي آيند )2(در جدول  فراواني هاي نسبي به صورت زير ،مي باشد بار 200اندازه گيري ها 

  

  يك طول مرتبه اندازه گيري 200فراواني نسبي  - 2جدول 

  )متر(قدار اندازه گيري م  فراواني نسبي

005/0  11/810  

015/0  12/810  

035/0  13/810  

095/0  14/810  

100/0  15/810  

180/0  16/810  

190/0  17/810  

145/0  18/810  

120/0  19/810  

050/0  20/810  

055/0  21/810  

025/0  22/810  

010/0  23/810  
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. جموع فراواني هاي نسبي برابر يك شودبديهي است با توجه به تعريف فراواني نسبي بايستي م 

  .ترسيم شده است) مستطيلييا (بصورت پله اي  )1( نگارهفراواني نسبي بدست آمده در 

  

  

  اندازه گيري طول فراواني نسبي - 1نگاره 

  

عرض هر مستطيل بيانگر . بيانگر يك نمونه توزيع فراواني در قالب يك هيستوگرام مي باشد) 1(نگاره 

بعنوان مثال عرض بلند ترين مستطيل . مي باشد با آن و ارتفاع آن بيانگر فراواني نسبي متناظر "هفاصله دست"

متر واقع شده اند و  175/810متر تا  165/810بيانگر دسته اي از اندازه گيري ها است كه بين ) 1( نگارهدر 

  .است 190/0با آن يعني  ارتفاع آن نشان دهنده فراواني نسبي متناظر

چنانچه بتوان تعداد . متر ديده مي شود 17/810بيشترين فراواني ها در حوالي مقدار  ) 1(نگاره ق مطاب

اندازه گيري ها را بي نهايت مرتبه افزايش داد، در اينصورت فراواني هاي نسبي به يك حد پايدار نزديك مي 

  . است "احتمال "شوند كه اين مقدار حدي معروف به 

معروف به مدل احتمال  ،رياضي رابطهاي استفاده از هيستوگرام اغلب از يك براي بيان احتمالات بج

مقدار  نگارهدر اين . نمايش داده شده است )2( نگارهنمونه چنين مدلي در . استفاده مي شود ،يا توزيع احتمال

نابراين ب. بيان مي گردد ،يك تابع رياضي از اندازه گيري به عنواناحتمال با مساحت زير منحني پيوسته 

2xو  1xاحتمال وقوع اندازه گيري بين دو مقدار  نمايش داده مي  )2( نگارهتوسط مساحت هاشور خورده در  

 نگارهاندازه گيري يك متغير تصادفي است و بنابراين منحني مربوط به  ،مي دانيم همانطور كه از قبل. شود
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 نگارهدر  µمقدار مركزي . شناخته مي شودمتغير تصادفي اندازه گيري  "تابع چگالي احتمال" به عنوان )2(

اگر فرض شود هيچ خطاي سيستماتيكي در اندازه گيري ها . اندازه گيري است "مقدار متوسط"بيانگر   )2(

  .ه مي شودوجود نداشته باشد مقدار متوسط بعنوان مقدار واقعي در نظر گرفت

  

  

  تابع چگالي احتمال اندازه گيري طول - 2نگاره 

  

اندازه گيري  "خطاي تصادفي"را مي توان بعنوان مدل احتمال  )3( نگارهيك تابع چگالي ساده مانند 

پارامتر " يا "موقعيت"به  µمقدار متوسط  .در اين تابع چگالي مقدار متوسط برابر صفر است. نيز بكار برد

است كه مطابق ) σ( "انحراف معيار "پارامتر مهم ديگر توزيع احتمال . توزيع احتمال معروف است "موقعيت

داشته باشيم و  Bو  Aبعنوان مثال اگر دو اندازه گيري . بيانگر ميزان پراكندگي توزيع احتمال است )3( نگاره

انحراف معيار    Aباشد، آنگاه اندازه گيري  Bبيشتري نسبت به اندازه گيريداراي تغييرات  Aاندازه گيري 

  . است   2σ "وريانس"معروف به  σمربع انحراف معيار . خواهد داشت  Bبزرگتري نسبت به اندازه گيري
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  تابع چگالي احتمال خطاي تصادفي - 3نگاره 

  

  ينان اندازه گيري ها قابليت اطم

براي بيان قابليت اطمينان اندازه گيري ها عبارات مختلفي بكار مي رود كه مشهور ترين آنها سه 

  .هستند (confidence interval) فاصله اطمينانو  (accuracy) ، درستي(precision) دقت: عبارت

كميت واحد نسبت به همديگر  درجه نزديكي يا انطباق اندازه گيري هاي تكراري از يكبيانگر  دقت •

اگر اندازه گيري هاي تكراري با اختلافات بسيار جزئي در يك دسته قرار گيرند از دقت بالايي . است

عموماً دقت بالا . ديگر دور باشند داراي دقت پاييني هستنديكبرخوردارند و اگر با اختلافات زيادي از 

 روشبكارگيري و نيز  دقيق اندازه گيريابزار نتخاب ا، زياد عامل اندازه گيري مراقبتو  توجه نتيجه

 .پارامتر دقت بوسيله پراكندگي توزيع احتمال قابل بيان مي باشد. اندازه گيري مي باشد هاي صحيح

معيار متداول جهت . بيانگر دقت بالاتر است باشد، توزيع احتمال باريكتر هر چقدر شكل هندسي

كوچكتر و  σبنابراين براي دقت هاي بالاتر مقدار . است) σ(نمايش دقت همان انحراف معيار 

  . بزرگتر است σهاي پايينتر مقدار  براي دقت

. درجه نزديكي يا انطباق اندازه گيري ها با مقدار واقعي كميت مورد اندازه گيري است بيانگر درستي •

بنابراين . مي باشد در اندازه گيري هاخطاي سيستماتيك  ميزان حضور به نوعي بيانگرر درستي پارامت

مي تواند بعنوان  ميانگين اندازه گيري هاچنانچه هيچ اثر خطاي سيستماتيكي وجود نداشته باشد، 

 .بكار رود مقدار واقعي
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در آن واقع  واقعيمي رود اندازه ست كه انتظار ها دامنه يا بازه اي از انداره گيري فاصله اطمينان •

براي مثال . از يك سطح اطمينان خاص استفاده مي شود فاصله اطمينانيمعمولاً براي بيان هر . شود

 . درصد است 90در آن  واقعيبازه اي است كه احتمال وقوع اندازه ، %90 فاصله اطمينان

ر تابع چگالي احتمال اندازه گيري و مطابقت تعبير هندسي مفهوم واژه هاي دقت و درستي را مي توان در رفتا

  .ديد 4آن با يك هدف تيراندازي در نگاره 

  

  دقت زياد و درستي كم  دقت كم و درستي زياد  دقت كم و درستي كم  دقت زياد و درستي زياد

    

  

  دقت و درستي در رفتار تابع چگالي احتمال اندازه گيري و يك هدف تيراندازي - 4نگاره 

  

  پيشامدو  ضاي نمونهف

 نتيجهشود و هر  ، فضاي نمونه ناميده ميتصادفي آزمايش در يك متمايز ممكن نتايجمجموعه تمام 

نمايش مي  Ωرا با فضاي نمونه در اينجا . شود خوانده مي فضاي نمونه متمايز يك پيشامد ساده يا يك عنصر

  .دهيم

  

  { }nuuuu  ,...,,, 321=Ω  

  

  .بعنوان مثال مي توان نتايج حاصل از ريختن يك تاس را به صورت زير نمايش داد
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  { }6,5,4,3,2,1=Ω  

  

 .ه دو دسته كلي زير تقسيم مي شوندب ي نمونههافضا

تعداد عناصر متناهي يا بطور شمارش پذير متنـاهي   داراياي  فضاي نمونهاگر : فضاي نمونه گسسته •

 .سسته گوييمفضاي نمونه گ را باشد

آن را فضـاي   ام اعداد متعلق به يـك فاصـله باشـد   فضاي نمونه شامل تماگر : فضاي نمونه پيوسته •

 .نمونه پيوسته گوييم

پيشامدي كه . مي نامند، به مفهوم پيشامد تصادفي، را يك پيشامد آندر يك فضاي نمونه هر زير مجموعه از 

 هيچ گاه رخ نمي دهدكه  پيشامدي حتمي و پيشامدرا  )مونهپيشامد برابر با فضاي ن( به طور قطع رخ مي دهد

 7پيشـامد آمـدن عـدد     به عنوان مثال در انداختن يك تاس. دمي نامن پيشامد ناممكنرا  )يشامد بدون عضو(

  .است حتمي يك پيشامد 6 تا 1پيشامد آمدن عدد  و يك پيشامد ناممكن

به عنوان . عنوان نتيجه آزمون بتواند رخ دهد يكي از آنها به ناسازگار مي گوئيم اگر تنها دوپيشامدها را دو به 

، بيـرون آوردن مهـره قرمـز و    ظرف محتوي مهره هاي قرمز و سـياه  يك از مثال در بيرون آوردن يك مهره

  .به طور همزمان نمي توانند رخ دهند هازيرا آن بيرون آوردن مهره سياه، ناسازگارند

  

  احتمال 

براي . به معناي شانس وقوع آن پيشامد در انجام يك آزمايش تصادفي است احتمال وقوع يك پيشامد

ورد احتمال وجود دارد كه هر كدام در برآمختلفي از جمله فراواني نسبي و هم شانسي  عباراتمحاسبه احتمال 

 تا  0بين  بنا بر تعريف تابع احتمال، تابعي از فضاي نمونه به داخل مجموعه اعداد حقيقي. مي تواند مفيد باشد

را به گونه  P(A)تابعي است كه به هر پيشامد از فضاي نمونه عدد حقيقي  ،به عبارت دقيقتر احتمال. است 1

احتمال وقوع تايي  nبا فرض داشتن يك فضاي نمونه . اي نسبت مي دهد كه قوانين و شرايط زير صدق كند
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كه ) پيشامد n(ه تمام پيشامد هاي ممكن ب) پيشامد k(يك پيشامد عبارتست از نسبت پيشامد هاي دلخواه 

  :رابطه آن بصورت زير نمايش داده مي شود

  

)1(  

∑

∑

=

==
n

i
i

k

i
i

u

u
AP

1

1

)(

)(
)(  

  

 شرايط مدل احتمال  وقوانين 

و توجه به اينكه تعداد پيشامدهاي دلخواه همواره كوچكتر يا مساوي تعداد  با توجه به رابطه فوق

همواره عددي بين صفر و يك نيز كه احتمال وقوع يك پيشامد  مي توان دريافت پيشامدهاي ممكن است،

  :است

  

  1)(0 ≤≤ AP  

  

)(1  :احتمال وقوع يك پيشامد از تمام پيشامد هاي ممكن • =ΩP  

)().()(  :Bو A) نابسته( ناسازگار دو پيشامدبراي  • BPAPBAP =∩  

)()()()(  :Bو A  اجتماع دو پيشامد • BAPBPAPBAP ∩−+=∪  

)()()()(  :Bو A  اشتراك دو پيشامد • BAPBPAPBAP ∪−+=∩  

)A:  )(1) متمم پيشامد • APAP c −=  

)()(1)()(  :و متمم آنA  پيشامد اجتماع • cc APAPPAAP +==Ω=∪  
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)()(0  :و متمم آنA  اشتراك پيشامد • ==∩ φPAAP c  

)|()()(  :B پيشامد شرطبه A  پيشامداحتمال  • BPBAPBAP ∩=  

  

  متغير هاي تصادفي 

متغير بنابر تعريف . اولين قدم در مدلسازي هر پديده تصادفي تعريف يك متغير تصادفي مناسب است

نسبت  حقيقي تصادفي تابعي است از فضاي پيشامد ها به فضاي اعداد حقيقي، يعني به هر پيشامد يك عدد

عنوان مثال در  به ،كرد يتوان آنها را به صورت كمي بيانبا نسبت دادن اعداد به پيشامدها م. داده مي شود

. نتيجه را به صورت عددي بيان كنيم مي توانيم شيريا  خطآزمايش پرتاب سكه بجاي ذكر نتيجه به صورت 

فقط مقادير  گسسته متغير تصادفي. و پيوسته تقسيم بندي مي شود گسسته به دو صورت كلي متغير تصادفي

 ،قادير متغير تصادفيچنانچه م. استشمارش پذير  شامل مي شود و معمولارا  0,1,2,3گسسته اي مانند 

براي تبيين بهتر . مي نامندپيوسته تصادفي باشد آن را متغير مقادير حقيقي شمارش ناپذير  از يامجموعه

را  x كسسته متغير تصادفي. آن را در نظر مي گيريم هايريختن همزمان دو تاس و پيشامدآزمايش  ،موضوع

جديد ما بصورت زير تعريف  نمونهبنابراين فضاي . بعنوان جمع اعداد دو تاس در هر پيشامد در نظر مي گيريم

  .مي شود

  

}  :فضاي نمونه } { }12 ,11 ,10 ,9 ,8 ,7 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2,...,,, 11321 ==Ω xxxxx  

,12,3,4,5,6,5,4,3,2,1  :فراواني              :N  

  

  گسسته  احتمال توزيع ابعوت

 X دامنهدر  x ر تصادفي گسسته باشد، تابعي كه براي هر مقداريك متغي X اگر

))()( xXpxf به  .شود ناميده مي X احتمال يا تابع چگالي  Xتوزيع احتمالتابع شود،  داده مي) ==

 .ي كه داراي متغير تصادفي گسسته باشند، توابع توزيع گسسته ناميده مي شونداحتمال توابع توزيععبارت ديگر 
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)()(( Xدامنه در  x مقدارچنانچه مجموع احتمالات كمتر از يك  xXpxF مورد نظر باشد آنگاه ) =≥

براي مثال آزمايش پرتاب دو . ديل به تابع توزيع تجمعي يا تابع توزيع انباشته مي شودتبتابع توزيع چگالي 

  .تاس و متغير تصادفي جمع اعداد دو تاس را در نظر بگيريد

  

}  :ي نمونهفضا } { }12 ,11 ,10 ,9 ,8 ,7 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2,...,,, 11321 ==Ω xxxxx  

,12,3,4,5,6,5,4,3,2,1  :فراواني              :N  

  :تابع چگالي احتمال
36

1
,

36

2
..,,.........

36

2
,

36

1
:)()( xXPxf ==  

  :تابع توزيع انباشته
36

36
,

36

35
..,,.........

36

3
,

36

1
:)()( xXPxF ≤=  

  

زير  در وزمره ما دارندريده ها و زندگي دكه كاربرد و استفاده بيشتري در پ توابع توزيع گسستهبرخي از 

  .  دنمي شو معرفي

ساده ترين توزيع احتمال گسسته است كه متغير تصادفي آن تمام مقاديرش  :تابع توزيع يكنواخت �

nxxx(مقدار  nبا  Xبنابراين براي يك متغير تصادفي  .داراي احتمال مساوي مي باشد ,.....,, تابع ) 21

   .ر معرفي مي گرددتوزيع يكنواخت بصورت زي

  

)2(   

  

و عدم  pاگر نتيجه يك آزمايش فقط با دو حالت موفقيت با احتمال  :تابع توزيع دو جمله اي �

بار آزمايش تعداد موفقيت ها در نظر  nدر  Xمشخص شود و متغير تصادفي  q=1-pموفقيت با احتمال 

 .به صورت زير خواهد بود Xصادفي متغير ت دو جمله ايگرفته شود، در آن صورت تابع توزيع احتمال 

 

)3(  
nx

qPCxXPxf xnxx
n

,...,3,2,1,0

)()(

=
=== −

 

n
xf

1
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nxبراي  Xهمچنين تابع توزيع تجمعي، ميانگين و وريانس متغير تصادفي  بصورت زير  =3,2,1,0,...,

  .بدست آمده اند

  

  :Xتابع توزيع تجمعي متغير تصادفي 
∑

=

−=≤=
x

i

inii
n qPCxXPxF

0

)()(  

  :Xميانگين متغير تصادفي 
npqPCi

x

i

inii
nx ==∑

=

−

0

.µ  

  :Xوريانس متغير تصادفي 
npqqPCi x

x

i

inii
nx =−=∑

=

− 2

0

22 . µσ  

              

، توزيع (n=1)در صورتيكه تعداد آزمايش هاي دوجمله اي برابر يك شود  :تابع توزيع برنولي �

، متغير را كه تنها دو مقدار صفر و يك را مي پذيرد X تغير تصادفيدر واقع م .حاصل را برنولي مي نامند

  .برنولي و توزيع احتمال آن را توزيع برنولي مي گويند

  

بيانگر تعداد موفقيت اتفاقي در فاصله زماني يا مكاني  Xچنانچه متغير تصادفي  :تابع توزيع پواسن �

 .به صورت زير مي باشد ،معروف به تابع توزيع پواسن ،باشد، تابع توزيع احتمال آن معيني

  

)4(  

nx
x

e
xXPxfxp

x

,...,3,2,1,0
!

)()(),(

=

====
− µµ

µ

 

  

  .است) ≈٢.٧١٨٢٨(عدد نمايي  eميانگين تعداد موفقيت اتفاقي و  µكه در آن 

خيلي  (p)خيلي بزرگ شود و احتمال موفقيت  (n)ش ها يدر توزيع دوجمله اي، تعداد آزمادر صورتي كه 

ن بسيار نزديك به هم خواهند شد و در واقع توزيع كوچك شود، در آن صورت احتمال دوجمله اي و پواس

  . پواسن تقريبي براي توزيع دوجمله اي خواهد بود
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   پيوسته احتمال توزيع ابعوت

توزيع تابع شود،  داده ميX دامنهدر  x باشد، تابعي كه براي هر مقدار پيوستهيك متغير تصادفي  X اگر

به عبارت ديگر توابع توزيع احتمالي كه داراي متغير  .شود ناميده مي X احتمال يا تابع چگالي  Xاحتمال

در  x مقدارچنانچه مجموع احتمالات كمتر از يك . ناميده مي شوند پيوستهباشند، توابع توزيع  پيوستهتصادفي 

ر د .ديل به تابع توزيع تجمعي يا تابع توزيع انباشته مي شودتبمورد نظر باشد آنگاه تابع توزيع چگالي  Xدامنه 

از علامت  پيوسته تصادفي هايمتغير و) ∑(علامت جمع گسسته از  تصادفي هايمتغيرواقع در بيان احتمال 

بين حالات گسسته و پيوسته در نظر  تفاوت اساسي استفاده مي شود كه مي توان آن را به عنوان) ∫(انتگرال 

و تابع تجمعي  )6نگاره ( xf)( ، تابع چگالي احتمال را باXاگر براي هر متغير تصادفي پيوسته . گرفت

baرا با شرط  bو  aنمايش دهيم و دو مقدار دلخواه ) 5نگاره ( xF)(احتمال را با  در نظر بگيريم، در  ≥

  .د بودآن صورت روابط زير بر قرار خواه

  

  

∫ ∞−
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  نمايش هندسي يك تابع تجمعي پيوسته - 5نگاره 

  

  

  نمايش هندسي يك تابع چگالي پيوسته - 6نگاره 

  

پيوسته شناخته شده كه استفاده بيشتري در موضوعات مهندسي و علوم دارند به توابع توزيع برخي از 

  .  رفي مي شوندترتيب زير مع

، ساده ترين متغيـر تصـادفي پيوسـته كـه توزيـع آن در      )7(مطابق نگاره  :تابع توزيع يكنواخت �

]فاصله  ]ba,     ثابت و در خارج از آن صفر باشد را داراي تابع توزيع يكنواخت مـي نامنـد و آن را بـه

 .صورت زير معرفي مي كنند
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)5(  
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  نمايش هندسي تابع چگالي يكنواخت - 7نگاره 

بديهي است با توجه به رابطه بين تابع چگالي و تابع تجمعي، تابع توزيج تجمعي يكنواخت نيز به صورت 

  ).8نگاره (زير بدست مي آيد 
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  نمايش هندسي تابع تجمعي يكنواخت - 7نگاره 
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و كاربردهـاي   است نظريه احتمال توزيع نرمال، يكي از مهمترين توزيع ها در: رمالتابع توزيع ن �

 اين توزيع توسط كارل فريدريش گاوس در رابطه با كاربرد .و مهندسي دارد فيزيك بسياري در علم

 و اميـد رياضـي   دو پـارامتر  فرمـول آن بـر حسـب،    .گيري كشف شدآمار در روش كمترين مربعات

 بعي است كه در مباحثاز مهمترين توا گاوس يا توزيع نرمال تابع همچنين. شود بيان مي واريانس

مورد بررسي قرار مي گيرد چرا كه به تجربه ثابت شده است كه در دنياي اطراف ما  احتمالات و آمار

بر همين اساس توزيـع نرمـال در    .متغيرهاي طبيعي از همين تابع پيروي مي كنند توزيع بسياري از

ر است و رفتار كليه اندازه گيري ها و مشاهدات مهندسي نقشه برداري نيز از جايگاه ويژه اي برخوردا

معادلـه رياضـي   . با اين تابع ارزيابي مي كنند Xبه عنوان متغيرهاي تصادفي نرمال نقشه برداري را 

تغير تصادفي م )xσ(و انحراف معيار  )xµ(احتمال نرمال با دو پارامتر ميانگين  تابع چگالي و تجمعي

  . دنبه صورت زير معرفي مي شو Xنرمال 
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زنگوله اي  مي باشد و به همين دليل به آن كليسا منحني رفتار اين تابع تا حد زيادي شبيه به زنگ هاي

يكسان نباشد اما  منحني با وجود اينكه ممكن است ارتفاع و انحناي انواع مختلف اين. شود هم گفته مي

اين منحنـي داراي خـواص   . مي باشد زير منحني همه آنها يك ويژگي يكسان دارند و آن مساحت واحد

عمودي متقارن مي باشد، نيمي از مساحت زير منحنـي   بسيار جالبي است از آن جمله كه نسبت به محور

قرار دارد و اينكه هرچه از طرفين بـه   xµ مقدار ميانگينديگر در پايين  و نيمه xµ بالاي مقدار ميانگين

آنقدر زياد است كه دانشمندان  تابعفراگيري اين . ميانگين نزديك مي شويم احتمال وقوع بيشتر مي شود

بعنـوان  . استفاده مي كنند آنكه با رفتار آنها آشنايي ندارند، از  متغيرهاي تصادفي اغلب براي مدل كردن

باشد و هر چه بـه   مثال در يك امتحان درسي نمرات دانش آموزان اغلب اطراف ميانگين بيشتر مي يك

اين رفتار را . نمرات را گرفته اند كمتر مي شود سمت نمرات بالا يا پايين پيش برويم تعداد افرادي كه اين
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تفسير هندسـي توابـع چگـالي و     10و  9نگاره هاي در  .نرمال مدل كرد بسهولت مي توان با يك توزيع

برخي از ويژگي هاي مهـم تـابع چگـالي     .تجمعي احتمال نرمال به طور شماتيك نمايش داده شده است

  .نرمال به شرح زير مي باشد

 .است 1سطح محصور بين منحني تابع چگالي نرمال و محور طول ها برابر  -1

xXنقطه ماكزيمم منحني در  -2 µ= مي باشد. 

3- xX σ±= نقاط عطف منحني تابع چگالي نرمال است.  

xXمنحني نسبت به خط عمودي  -4 µ= متقارن است.  

 .ها نزديك مي گردد X، منحني به مجانب خود يعني محور xµ در دو طرف حد متوسط  -5

 

  

),(ي تابع چگالي نرمال با دو پارامتر نمايش هندس - 9نگاره  xx σµ  

  

  

),(نمايش هندسي تابع تجمعي نرمال با دو پارامتر  -10نگاره  xx σµ  
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  :     خود را به صورت زير استاندارد نمائيم  xچنانچه متغير تصادفي 

  

)9(  
x

xx
Z

σ
µ−=  

  

1,0ي يعن == zz σµ، در ايـن حالـت تـابع توزيـع    . گويند توزيع نرمال استاندارد در اين صورت به آن تابع 

  .به صورت زير خواهد بود zf)( چگالي

  

)10(  
2

2

2

1
)(

z

ezf
−

=
π

 

  

  .صورت زير مي باشد به دارد،بيشترين كاربرد را در مسايل مهندسي  كه ،تابع تجمعي نرمال استاندارد نيز

  

)11(  
duezF

z
u

∫ ∞−

−

= 2

2

2

1
)(

π
 

  

معمولا مقادير مشخصي از تابع تجمعي نرمال استاندارد محاسبه و در انتهاي اغلب كتـب مـرتبط بـه صـورت     

اشد، با توجه بـه  مورد نظر ب αzهر متغير نرمال استاندارد  برايچنانچه مقدار احتمال تجمعي . جداول مي آيند

  .روابط زير براحتي از جداول مرتبط قابل استخراج است

  

)12(  

α

α

αα

αα

α

α

=≥==−

−=≤==

∫

∫
∞+

∞−

)()()(1

1)()()(

zZPdzzfzF

zZPdzzfzF

z

z

 

  



تئوري خطاهاتئوري خطاهاتئوري خطاهاتئوري خطاهاجزوه درس جزوه درس جزوه درس جزوه درس              

 

 
36 

بديهي است چنانچه هدف محاسبه احتمال بين دو . است+∞تا   αzسطح زير منحني از نقطه  αكه در آن 

  .باشد، با استفاده از جداول مذكور به سادگي قابل محاسبه است 2αzو  1αz مقدار

  

)13(  )()()( 1221 αααα zFzFzZzP −=≤≤  

  

كه از اهميت بيشتري در تجزيه و تحليل مسايل  استاندارد سطح زير منحني نرمالدر زير چند مثال مربوط به 

  .آمده اند آماري برخوردارند،

  

  متفاوتسه حالت براي  استاندارد سطح زير منحني نرمال -11نگاره 

  

nzzzz(رمـال اسـتاندارد   متغير تصـادفي ن  nچنانچه ):2χ(تابع توزيع كاي اسكور  � ,...,,, 321 (

ــكور       ــاي اس ــد ك ــادفي جدي ــر تص ــك متغي ــوان ي ــه عن ــا را ب ــات آنه ــوع مربع ــيم و مجم ــته باش داش

)22
2

2
1

2 ... nn zzz +++=χ( در آن صورت توزيع احتمال اين متغيـر تصـادفي جديـد را    در نظر بگيريم ،

)( nتابع توزيع كاي اسكور با درجه آزادي  )2
nf χ (چگـالي تفسير هندسـي تـابع    12در نگاره  .مي نامند 

  .كاي اسكور براي درجات مختلف آزادي نمايش داده شده است
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  آزادي راي درجات مختلفكاي اسكور ب چگاليتابع نمايش هندسي  -12نگاره 

 

2مقدار احتمال براي مقدار كوچكتر از 
;αχn ) متغير تصـادفي  ، ميانگين و وريانس )اسكوركاي تابع تجمعي

n )2با درجه آزادي  كاي اسكور
nχ (نيز به صورت زير ارائه مي شوند.  

  

)14(  

n

n

PdfF

n

n

n

nnnnn

2

1)()()(

2

2
;

2222

2

2

2
;

=

=

−=≤== ∫ ∞−

χ

χ

α
χ

σ

µ

αχχχχχ α

 

  

2سطح زير منحني از نقطه  αكه در آن 
;αχn   نيز مانند توزيـع   كاي اسكورمقادير احتمال  .است+∞تا

  . اند گنجانده شدهنرمال در جداول مخصوصي تهيه و انتهاي كتب مرتبط 

  

كـاي  و  Zچنانچه تركيبي از متغيرهاي تصـادفي نرمـال اسـتاندارد     :t-student احتمال توزيع �

2 اسكور
nχ ادي با درجه آزn  بصورتnZt nn

2χ=   در نظر گرفته شود، در اين صورت متغيـر

و توزيـع احتمـال آن را نيـز تـابع      nبا درجه آزادي  t-studentرا متغير تصادفي  ntتصادفي جديد 
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 t-studentتابع چگـالي  تفسير هندسي  13در نگاره  .مي نامند nبا درجه آزادي  t-studentچگالي 

 .نمايش داده شده است آزادي راي درجات مختلفب

  

  

  آزادي راي درجات مختلفب t-studentتابع چگالي نمايش هندسي  -13نگاره 

 

-tمتغير تصادفي ، ميانگين و وريانس )t-studentجمعي تابع ت( α;ntمقدار احتمال براي مقدار كوچكتر از 

student  با درجه آزاديn )nt (نيز به صورت زير ارائه مي شوند. 

  

)15(  

2
2

1             0

1)()()(

2

;;
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=

>=

−=≤== ∫ ∞−

nfor
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nnnn

σ
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نيـز ماننـد توابـع     t-studentمقادير احتمال  .است+∞تا   α;ntسطح زير منحني از نقطه  αكه در آن 

  . نرمال و كاي اسكور در جداول مخصوصي تهيه و انتهاي كتب مرتبط گنجانده شده اند

  

2 كاي اسكورچنانچه تركيبي از دو متغير تصادفي  :Fتوزيع احتمال  �
1nχ  2و

2nχ  ي با درجـات آزاد

1n  2وn  1بصورت
2
22

2
1, 21

nnF nnnn χχ=      در نظر گرفته شود، در ايـن صـورت متغيـر تصـادفي
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جديد 
21 ,nnF  را متغير تصادفيF  1با درجه آزاديn  2وn نيز تابع چگالي  و توزيع احتمال آن راF 

راي درجات ب Fتابع چگالي تفسير هندسي  14در نگاره . مي نامند 2nو  1nبا درجه آزادي  ) فيشر(

 .نمايش داده شده است آزادي مختلف

  

  

  آزادي راي درجات مختلفب Fتابع چگالي نمايش هندسي  -14نگاره 

 

,;αبراي مقدار كوچكتر از مقدار احتمال  21 nnF ) تابع تجمعيF( متغير تصـادفي  ، ميانگين و وريانسF   بـا

( 2nو  1nدرجه آزادي 
21 ,nnF (نيز به صورت زير ارائه مي شوند. 
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,;αسطح زير منحني از نقطه  αكه در آن  21 nnF   مقادير احتمال  .است+∞تاF  نيز مانند توابع نرمـال، 

  . در جداول مخصوصي تهيه و انتهاي كتب مرتبط گنجانده شده اند t-studentو  كاي اسكور
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  چند متغيرهاحتمال توزيع 

),,,...,(متغير تصادفي مانند  شامل چنده يك بردار در صورتي ك  tzyxX ، تابع چگالي توام آنها با =

),...,,,()( tzyxfXf  1Xنمايش داده مي شود و احتمال قرارگيري متغيرهاي تصادفي در بردار  =

 .با مفهوم ديفرانسيلي به صورت زير تعريف مي شود

  

  
dtdxdydztzyxfdttTtdzzZzdyyYydxxXxP

XdXfXdXXXP

...)...,,,,(),...,,,(

)()(

111111111111

11

=+≤≤+≤≤+≤≤+≤≤
=+≤≤  

  

)(),,,,...( احتمال چند متغيرههمچنين تابع تجمعي  11111 tzyxFXF   .نيز به صورت زير بدست مي آيد =

  

  dtdxdydztzyxftzyxFXF
x y z t

...).......,,,(...)...,,,,()( 111111111

1 1 1 1

∫ ∫ ∫ ∫∞− ∞− ∞− ∞−
==  

  

),(با دو متغير تصادفي  حالت دو بعدي سادگي مطلب براي YX  در نظر گرفته و ارتباط بين دو تابع چگالي و

  .را يادآوري مي كنيم تجمعي توام

  

  

∫ ∫∞− ∞−
=

∂∂
∂=

x y
dudvvufyxF

yxF
yx

yxf

),(),(

),(),(
2

 

  

يا حاشيه اي است كه  ابع كناريوتمطرح و مورد علاقه مي باشد، توابع چند متغيره يكي از مواردي كه در 

  .براي حالت دو بعدي به صورت زير قابل استخراج هستند

  

  

∫

∫
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dxyxfyf

dyyxfxf

),()(
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در حالت چند بعدي، توابع چگالي و تجمعي احتمال آنها به  تصادفي متغير هاي بين ستقلالدر صورت وجود ا

  .شكل بسيار ساده تري با ضرب توابع چگالي و تجمعي تك تك متغيرهاي تصادفي جايگزين مي شوند

  

  
)()...().().(),...,,,(

)()...().().(),...,,,(

tFzFyFxFtzyxF

tfzfyfxftzyxf

=
=

 

  

دو به  نبي بحث وابستگي و عدم وابستگي ،مي كنيم چند متغير تصادفي بررسي همزمانوقتيكه صحبت از 

از آنجا  .مي شود بيانبوسيله كوريانس يا ضريب همبستگي عموما مطرح مي شود كه نيز اين متغير ها دوي 

پرداخته و سپس به  اميد رياضياست، لذا ابتدا به  اميد رياضيكه پرداختن به اين موضوع وابسته به تعريف 

  .مي رويم وابستگيدنبال مفهوم 

  

),,,...(متغير تصادفي  nبا فرض  :نرمال چند متغيره چگاليتابع  � 21 nXXX تابع چگالي توام ،

 .نرمال آنها به صورت زير معرفي مي شود

  

)17(  )]()(
2

1
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1
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2
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2
21 xx
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nn XCX
C

xxxf µµ
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−−−×= −  

  

در نظر گرفته شوند، تابع چگالي توام نرمال آنها به صورت زير خواهد  Yو  X متغير تصادفيچنانچه تنها دو 

  .بود
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آمده  0.9و  0.7، 0سه نمايش مختلف از تابع چگالي نرمال دو متغيره براي ضريب همبستگي ) 15(در نگاره 

  . است

  

  

  

  

  0.9و  0.7، 0نمايش هندسي تابع چگالي نرمال دو متغيره براي ضريب همبستگي  -15نگاره 
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  اميد رياضي 

xf)(داراي تابع چگالي  متغير تصادفي و X در آن كه Xg)( تابعي ماننداميد رياضي هر بنا بر تعريف   

  .بصورت زير تعريف مي شود ست،ا

  

)19(  [ ] ∫
∞

∞−
= dxxfxgXgE )()()(  

  

  .برخي قواعد در استفاده از عملگر اميد رياضي به صورت زير معرفي مي شوند

  

  

( )( )[ ]yx YXEYEXEXYE

XcEcXE

YEXEYXE

µµ −−+=
=

+=+

)()()(

)()(

)()()(

 

  

  .نابسته باشند، آنگاه خواهيم داشت Yو  Xيكه متغيرهاي تصادفي در صورت

  

  )()()( YEXEXYE =  

  

iXXgبا در نظر گرفتن  Xام متغير تصادفي  i مرتبه ممانبا استفاده از تعريف اميد رياضي،  بصورت ، )(=

  .زير تعريف مي شود

  

)20(  [ ] ∫
∞

∞−
= dxxfxXE ii )(  
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متغير آن  ميانگين تئوريك يا واقعياست كه X متغير تصادفي  اول ، ممانبا تعريف فوق ممان معروفترين

](ناميده مي شود  تصادفي ] xXE µ= .( ،يك  ناميده مي شود كه براي ممان مركزينوع ديگري از ممان

iبا در نظر گرفتن  Xمتغير تصادفي 
xXXg )()( µ−= ،ت مي آيدبصورت زير بدس .  

  

)21(  [ ] ∫
∞

∞−
−=− dxxfxXE i

x
i

x )()()( µµ  

  

ممان مركزي دوم بعنوان وريانس كه از بين آنها  تعريف مي شوند چند ممان مركزي نخست بصورت زير

  .از اهميت بيشتري در آمار و احتمال برخوردار است تئوريك يا واقعي
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علامت جمع  از )∫( انتگرال علامت بجاي صادفي گسسته سروكار داريمكه با متغيرهاي ت در حالت گسسته

  . استفاده مي كنيم) ∑(

 

  كوريانس و ضريب همبستگي

 Yو  Xبين دو متغير تصادفي  كوريانس يممي توانآشنا شديم، اميد رياضي و برخي قواعد با مفهوم  اكنون كه

)xyYXCov σ=),( (را به صورت زير تعريف نماييم.  
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بر همين . مقدار عددي كوريانس دو متغير تصادفي نمي تواند به روشني بيانگر ميزان وابستگي بين آنها باشد

ابراين يك كميت بن. اساس امكان مقايسه ميزان وابستگي بين زوج متغيرهاي تصادفي وجود نيز وجود ندارد

است معرفي و به جاي كه داراي مفهوم نسبي  Yو  Xدو متغير تصادفي بين  جديد بنام ضريب همبستگي

رابطه ضريب همبستگي به صورت زير مي باشد و مقدار عددي آن در فاصله . كوريانس استفاده مي شود

[   .قرار دارد −1,1[

  

)24(  

yx

xy
xy σσ

σ
ρ

.
=  

  

انحراف  yσو  Xمتغير تصادفي انحراف معيار  Y ،xσو  Xدو متغير تصادفي كوريانس بين  xyσكه در آن  

  .است Yمتغير تصادفي معيار 

  

  اميد رياضي توابع

ما را در درك مفهوم انتشار خطاها بسيار  استفاده از اميد رياضي و توسعه آن براي برخي مدل هاي رياضي

  .در زير هر دو حالت خطي و غيرخطي را براي چنين مدل هايي مورد بررسي قرار مي دهيم .ياري مي رساند

و  Xتصادفي  هايكه تابعي از متغير براي سادگي و درك بهتر مطلب يك مدل خطي: خطي مدل �

Y بر روي آن اعمال مي كنيماميد رياضي را  سپس است را در نظر مي گيريم و . 
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  .ه باشند، در آن صورت خواهيم داشتنابست Yو  Xتصادفي  هايمتغيردر صورتيكه 

  

  22222
yxz ba σσσ +=  
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بر قرار باشد، آنگاه متغيري بسط دهيم و فرض استقلال بين آنها  nچنانچه حالت ساده فوق را به يك تابع 

  .داشتخواهيم 
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با توجه به روابط فوق در مي يابيم كه چگونه با استفاده از اميد رياضي مي توان اثر خطاهاي اندازه گيري را در 

  .يك مدل خطي روي نتيجه نهايي ديد

  

و  X ،Yبراي شروع بررسي يك مدل غيرخطي كه تابعي از سه متغير تصادفي  :غير خطي مدل �

Z ا ميانگين هاي بxµ ،yµ  وzµ  2و وريانس هاي
xσ ،2

yσ  2و
zσ  زير در نظر  به صورتاست را

 .مي گيريم

 

  ),,( zyxfU =  

  

بسط تيلور دهيم، مي توانيم با استفاده از اميد رياضي به  zµو  xµ ،yµمقادير ميانگين  اگر تابع را حول

  .وريانس تابع برسيم
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هاي ما اين فرض وجود دارد به  ابسته باشند كه در اغلب اندازه گيرين Zو  X ،Y تصادفي هاياگر متغير

  .ساده تر زير مي رسيمطه برا
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متغيري و نابسته بودن آنها، مي توان انتشار خطاهاي اتفاقي متغيرهاي تصادفي  nبا فرض يك تابع غيرخطي 

  .را بر روي نتيجه نهايي به صورت زير معرفي كرد
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 كوريانس-هاي وريانس ماتريس

)(و اختلاف آن با بردار ميانگين واقعي اش  Xيك بردار متغير تصادفي  µ−X  به صورت بردارهاي

  . قابل نمايش هستند زير ستوني
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)(از آنجا كه توان دوم عناصر  بردار  µ−X  به صورت يك عنصر اسكالر قابل انجام و نمايش نيست، لذا در

TXXفرم ماتريسي حاصلضرب جبر ماتريسي  ))(( µµ به براي آن پيشنهاد شده است كه حاصل آن  −−

  .صورت زير مي باشد
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به ماتريس  Xبعدي  nيك بردار متغير براي  ،يتعريف وريانس با استفاده از عملگر اميد رياض تعميمبا 

  .خواهيم رسيدبه صورت زير  xC كوريانس- وريانس
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رابطه بين ر تعريف بنا بهر چند در اين جزوه از ماتريس وزن و ماتريس كوفاكتور استفاده نمي شود، ليكن 

و ماتريس كوفاكتور  xCكوريانس -ماتريس وريانس ،xWماتريس وزن 
x

Q به صورت زير بر قرار مي باشد.  
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  ومسفصل 
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  انتشارخطاها

  

 مانند طول و زاويه هايي كميت ،يهمانند بسياري از رشته هاي علوم و مهندس نيز نقشه برداريمهندسي در  

ديگري مانند  كميت هاي برآوردغالبا براي محاسبه و  قرار مي گيرند،اندازه گيري سنجش و  موردكه مستقيما 

 هـا  توابع رياضي از اندازه گيري به صورت سباتيمحاهاي  در چنين حالاتي كميت. ندشبا مي مختصات نقاط

كميت هاي  محاسبه شده از آنها نيـز طبعـا    ،باشند خطاهاانواع ها حاوي  چنانچه اندازه گيري .بيان مي شوند

هـاي   در كميـت و بررسي رفتـار و چگـونگي انتشـار آنهـا      ارزيابي خطاها. بودهمراه با مقاديري خطا خواهند 

كه در اين فصـل بـه    ه مي شودناميد "انتشار خطاها" ،توابعي از خطاهاي اندازه گيريعنوان ه ب محاسبه شده

  .اين مهم خواهيم پرداخت

  

  انتشار تابع توزيع

xgy)(چنانچه در حالت يك بعدي تابعي پيوسته و مشتق پذير مانند  متغير تصـادفي   xداشته باشيم كه  =

xf)(چگالي با تابع  x  باشد، در آن صورت تابع چگالي)(yf y براي اين منظور ابتدا تـاب  . مطلوب مي باشد

xgy)(معكوس  )(را به صورت  = yhx )(بدست آورده و از رابطه زير به تابع چگالي  = yf يممي رس.  
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  .براي مثال تابع زير را در نظر بگيريد

  

  22 2

)(    ,)( xexfxxgy −===  

  

)(در نظر بگبريم، تابع  خواهيم داشت چگالي  yحال اگر تابع معكوس را به صورت  yf   بر اساس رابطـه

  .فوق بدست خواهد آمد
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xf)(، تابع چگـالي  xدر حالت چند بعدي نيز با تعميم رابطه فوق براي بردار متغيرهاي تصادفي  x  و بـردار ،

xgy)(توابع    . ، روابط زير را خواهيم داشت=
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)توابع معكوس  پس از تعيين )yh  مي توان تابع چگالي)(yf y را مانند زير بدست آورد.  
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لي نرمال اسـتاندارد در  با تابع چگا 2xو  1xبراي مثال مي توان دو تابع زير را از متغير هاي تصادفي مستقل 

  . نظر گرفت

  



تئوري خطاهاتئوري خطاهاتئوري خطاهاتئوري خطاهاجزوه درس جزوه درس جزوه درس جزوه درس              

 

 
52 

  









+
=

+=

21

1
2

211

xx

x
y

xxy

 

  

  .توابع معكوس روابط فوق به صورت زير خواهد بود
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  .حال قدر مطلق ژاكوبين توابع معكوس را بدست مي آوريم
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  . به صورت زير بدست خواهد آمد 2yو  1yبنابراين تابع چگالي توام 
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  انتشار ميانگين

بـر همـين اسـاس بـا داشـتن بـردار       . ميانگين واقعي هر كميتي به كمك مفهوم اميد رياضي تعريف مي شود

xf)(و تابع چگالي  xµ، بردار ميانگين xمتغيرهاي تصادفي  x ميانگين بردار توابع ،)(xgy به صورت  =

  .  زير بدست خواهد آمد
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  :شتچنانچه انتشار ميانگين را براي حالت خطي در نظر بگيريم، در آن صورت خواهيم دا
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)3(  [ ] [ ] [ ] xy AxEAxAEyE µµ ... ====  

  

  انتشار خطا هاي سيستماتيك 

)در نظر بگيريم و رابطه  xچنانچه يك متغير تصادفي  ) baxxfy را داشته باشيم، در اين صـورت   ==+

∆x مانند خطاي سيستماتيك مقدار ثابتيك فرض با   ∆yكـه بـا نمـاد     yمي خواهيم اثر آن را بـر روي   

  . معرفي مي شود بدانيم

  

)4(  ( ) ( ) xabaxbxxaxxfyy ∆++=+∆+=∆+=∆+  
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. اسـت  ∆xaبرابـر  در مدل داده شـده   ∆xبا توجه به رابطه فوق در مي يابيم كه انتشار خطاي سيستماتيك 

  يعني 

  

)5(  xay ∆=∆  

  

xAyبـردار توابـع خطـي    براي حال اگر بخواهيم انتشار خطاي سيستماتيك را  .= )y∆ (   بـردار  بـا داشـتن

  .بدست آوريم، مشابه حالت يك بعدي عمل مي كنيم ∆xتماتيك ، بردار خطاهاي سيسxمتغيرهاي تصادفي 

  

)6(  ( ) xAxAxxAyy ∆+=∆+=∆+ ..  

  

xAدر يك مدل خطي به صورت  ∆xبنابراين انتشار بردار خطاي سيستماتيك  در واقـع از   .خواهـد بـود   .∆

و هـم بـراي اعمـال     ،روي توابع مورد نظـر  سيستماتيكين مقدار اثر خطاهاي يراي تعرابطه انتشار فوق هم ب

  . مي توان بهره برد ات مربوط به خطاهاي سيستماتيك كه براي هر اندازه گيري معلوم هستندحيحتص

كوچـك  مورد ارزيابي قرار دهيم، با فرض غير خطي  در صورتيكه انتشار خطاهاي سيستماتيك را در يك مدل

  . سيستماتيك به روابط زير خواهيم رسيد ن مقادير خطاهايبود
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  .با بسط تيلور به خطي سازي مدل غيرخطي داده شده مي پردازيم
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طـول   مثال زير مربوط به مساحت دو قطعه زمين چسبيده به هم مي باشـد كـه در آن بـا انـدازه گيـري سـه      

ml 501 = ،ml 202 mlو  = 303 cmlبه ترتيب با خطاهـاي سيسـتماتيك    = 21 =δ ،cml 42 −=δ  و

cml 33 =δ  1مساحت هايs  2وs اثر خطاهاي سيسـتماتيك طوليـابي را بـر روي دو     .ستندقابل تعيين ه

  .بدست آوريد 2sو  1sمساحت 

  

  

  2Sو  1Sبراي تعيين مساحت دو قطعه  3lو  1l ،2lسه اندازه گيري طولي  - 1نگاره 

  

  










+=

+=

32312

31
2
31

2

1

2

1
2

1

8

lllls

llls
π

 

  

  .ماتريس مشتقات جزيي روابط فوق به صورت زير نوشته مي شوند
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ثر خطاهاي سيستماتيك طوليـابي را بـر روي دو   حال با استفاده از رابطه انتشار خطاهاي سيتماتيك مي توان 

  .بدست آورد 2sو  1sمساحت 
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  )انتشار وريانس كوريانس(انتشار خطا هاي اتفاقي 

همانطور كه قبلا نيز مطرح شده است در مواجهه با مشاهدات آلوده به خطاهاي بزرگ و سيستماتيك بايد پس 

امـا در برخـورد بـا سـاير خطاهـاي      . گيري ها حذف يا مورد اصلاح قرار گيرنـد  از شناسايي از مجموعه اندازه

و همواره در تمام اندازه گيري ها حضور دارند، هيچ چاره اي به  باقيمانده كه داراي ماهيتي تصادفي مي باشند

وقـات  از طرفي اغلب ا. جز اتخاذ روش هاي عملي و محاسباتي مناسب تر براي كاهش سطح آنها وجود ندارد

اين اندازه گيري ها به عنوان ورودي يكسري مدل هاي رياضي منجر به كميت هاي جديدتري مي شوند كه 

. داراي يك عدم قطعيت ناشي از خطاهاي تصادفي اندازه گيري ها و مدل رياضي مـورد اسـتفاده، مـي باشـد    

ي از جايگاه ويژه اي در تئوري بنابراين بررسي رفتار خطاهاي اتفاقي و چگونگي انتشار آنها در يك مدل رياض

از آنجا كه وريانس و كوريانس اندازه گيري ها بيانگر خطاهاي اتفاقي موجود در انـدازه  . خطاها برحوردار است
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به همين دليل اين موضوع . گيري است، انتشار خطاهاي اتفاقي را مي توان انتشار وريانس كوريانس نيز ناميد

  .س معروف شده استبه قانون انتشار وريانس كوريان

بـار در   nرا در نظر بگيريد كه تواما  Yو  Xبراي سادگي درك انتشار وريانس كوريانس دو متغير تصادفي 

  . ه گيري شده اندميل مي كند، انداز +∞به سمت  nحاليكه 
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باشند، در اين صورت با فرض عدم وجود اشـتباهات   Yو  Xبه ترتيب بيانگر ميانگين واقعي  yµو  xµاگر 

  .نها با اندازه گيري ها به عنوان خطاهاي اتفاقي شناخته مي شودو خطاهاي سيستماتيك، اختلافات آ

   

)10(  























−
−












−
−












−
−












−
−

=









yn

xn

y

x

y

x

y

x

yi

xi

Y

X

Y

X

Y

X

Y

X

r

r

µ
µ

µ
µ

µ
µ

µ
µ

,...,,,
3

3

2

2

1

1
 

  

  .و كوريانس بين آنها را بدست آورد Yو  Xبا استفاده از روابط زير، مي توان وريانس دو متغير تصادفي 
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به صورت زير تعريـف نمـاييم، مـي     Yو  Xرا بر حسب متغيرهاي تصادفي  Gو  Fحال چنانچه دو تابع 

بررسـي   Gو  Fرا در دو تـابع   Yو  Xاثر گذاري وريانس و كوريـانس دو متغيـر تصـادفي    خواهيم نحوه 

  .را بدست آوريم Gو  Fدر واقع مي خواهيم وريانس و كوريانس دو تابع . نماييم
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را  Gو  F، مي توان با توجه به رابطه فوق اختلافـات  gµو  fµيعني  ،Gو  Fبا بدست آوردن ميانگين 

  . نسبت آنها تعيين نمود
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نيز به صورت زير قابل تعيين  Gو  F، وريانس و كوريانس دو تابع Yو  Xمتغيرهاي تصادفي حال مشابه 

  . است
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 yirو  xirرا بر حسـب   fir يا باقيمانده هاي ، معادل انحرافاتFوريانس تابع چنانچه در سمت راست رابطه 

  .بنوسيسم، به رابطه زير خواهيم رسيد
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  .به روابط زير خواهيم رسيد Gو  Fو كوريانس بين Gوريانس تابع به طور مشابه براي 
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را در نظـر   Yو  Xمتغيرهاي تصادفي  و وريانس و كوريانس Gو  Fدو تابع حال فرم ماتريسي مربوط به 

  .مي گيريم
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متوجه مي شويم كه رابطه زير  Gو  Fدو تابع با توجه به جواب هاي بدست آمده براي وريانس و كوريانس 

  .بر قرار است
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  .وريانس كوريانس براي دو مدل خطي و غيرخطي مي پردازيم اكنون با توجه به مثال فوق به حل كلي انتشار

  

  انتشار وريانس كوريانس در مدل هاي خطي

را همراه بردار ميانگين  Xتايي  nيك بردار متغير تصادفي 
x

µ    و ماتريس وريـانس كوريـانسxC  آن در

  .را مانند زير در نظر مي گيريم iYتابع خطي  mاختيار داريم و 
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  .به صورت زير خواهد بود iYنمايش ماتريسي توابع خطي 

   

)26(  XAY =  

  

  . اجزاي آن به شرح زير مي باشدكه بسط 
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  .بر پايه اميد رياضي به صورت زير بدست مي آيد Yبردار ميانگين توابع خطي 
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يم و سپس به ماتريس وريانس حال با استفاده از تعريف وريانس كوريانس بر پايه اميد رياضي روابط زير را تنظ

  .مي رسيم  Yكوريانس توابع خطي 
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با دقت هـاي برابـر    γو  α ،βدر نظر بگيريد كه در آن سه زاويه ) 2(را در نگاره  ABCمثلث براي مثال 

 dsانحراف معيار اندازه گيري هر امتـداد   اندازه گيري ها مستقل از هم باشند و چنانچه. اندازه گيري شده اند

  .آوريدبا استفاده از روابط فوق بدست را  ABCباشد، خطاي مجاز بست مثلث 
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  γو  α ،βبا سه زاويه اندازه گيري شده  ABCمثلث   –٢نگاره 

  

  .ابتدا دقت هر زاويه را بدست مي آوريم
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  .ثلث است را بدست مي آوريمحال دقت خطاي بست زاويه مثلث كه همان خطاي مجاز زاويه اي م 
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  خطيغير انتشار وريانس كوريانس در مدل هاي 

را همراه بردار ميانگين  Xتايي  nيك بردار متغير تصادفي 
x

µ    و ماتريس وريـانس كوريـانسxC  آن در

  .را مانند زير در نظر مي گيريم iYتابع غير خطي  mاختيار داريم و 
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  .به صورت زير خواهد بود iYنمايش ماتريسي توابع غيرخطي 
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  . كه بسط اجزاي آن به شرح زير مي باشد
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  .بر پايه اميد رياضي به صورت زير بدست مي آيد Yبردار ميانگين توابع خطي 
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حال با استفاده از بسط تيلور حول بردار ميانگين 
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µ توابع غير خطي ،Y را به صورت زير خطي مي كنيم.  
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  .با صرف نظر كردن از ترم هاي بالاتر از درجه اول و بسط رابطه فوق به رابطه زير مي رسيم
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بـه  ) ماتريس ژاكـوبين (، از بردار ها و ماتريس مشتقات جزيي Yخطي  در فرم ماتريسي بسط تيلور توابع غير

  .شرح زير استفاده مي كنيم
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  .اميد رياضي مي گيريم و نتيجه آن را از  همان رابطه كم مي كنيم) 32(حال از طرفين رابطه 

  

)34(  ( ) ( )
xyxxy

XJX
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f
Y µµµ −=−

∂
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بق تعريف وريانس كوريانس بر پايه اميد رياضي و توجه به رابطه فوق طي مراحل زيـر بـه قـانون انتشـار     مطا

  .وريانس كوريانس در مدل هاي غير خطي دست مي يابيم
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اندازه  مورد cو طول  βو  αزواياي اين بار  .در نظر بگيريد) 2(نگاره  را در ABC مثلثمجددا براي مثال 

و  ασ ،βσ در نظر گرفتن انحراف معيار هـاي  فرض اسقلال بين اندازه گيري ها و  با. قرار گرفته اندگيري 

cσ  زواياي به ترتيب برايα  وβ  و طولc انحراف معيار طول ،a مطلوب مي باشد.  
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  T
allalaa JCJC ==2σ  
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  ( ) 2
2
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2222222 cotcotcot ca c

a
aa σγσσγασ βα +++=  

  

  

  )مبحث تكميلي(انتشار ماتريس كوريانس 

ريـانس  با مـاتريس و  xرا به عنوان توابعي از بردار متغير تصادفي  rو  y ،zبراي شروع مطلب سه بردار  

  .به صورت زير در نظر بگيريد xCكوريانس 
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، yzCمي خواهيم ماتريس هاي وابستگي  rCو  yC ،zCعلاوه بر يافتن ماتريس هاي وريانس كوريانس 

yrC  وzrC مـاتريس هـاي   بر اساس قانون انتشار وريانس كوريـانس مطـابق زيـر    ابتدا . را نيز بدست آوريم

  .بدست مي آوريم rCو  yC ،zCوريانس كوريانس 
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با بهره گيري از قانون انتشار وريانس كوريانس، به رابطـه زيـر مـي     yzCحال براي تعيين ماتريس وابستگي 

  .رسيم
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zyxyyxyz BCAJCJC ==  
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اين مشكل روابـط زيـر را تنظـيم مـي      براي رفع. مجهول مي باشد xyCاما در اين رابطه ماتريس كوريانس 

  . كنيم
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  .را بدست آورد xyCحال مجددا با توجه به قانون انتشار وريانس كوريانس، مي توان ماتريس كوريانس 
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  .دست مي يابيم yzCريس وابستگي به مات) 38(اكنون با جايگذاري رابطه فوق در 
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T
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  .به رابطه زير مي رسيم yzCمشابه  yrCبراي تعيين ماتريس وابستگي 
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T
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مشابه قبل بـراي رفـع مشـكل مـذكور بـه      . مجهول است xzCكه مجددا با نگاه به رابطه فوق در مي يابيم  

  .روابط زير را تنظيم مي كنيم
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) 40(و توجـه بـه رابطـه     را بر اساس قانون انتشار وريـانس كوريـانس   xzCحال مي توان ماتريس كوريانس 

  .بدست آورد
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را به صورت زير بدسـت مـي    yrCماتريس وابستگي ) 44(بر مي گرديم و با استفاده از ) 42(اكنون به رابطه 

  .آوريم
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  .بل تعيين استنيز به صورت زير قا zrCمطابق شيوه فوق ماتريس كوريانس 
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yzC  بدست آمده است و با جايگذاري آن در رابطه فوق به جواب نهـايي بـراي مـاتريس    ) 41(قبلا در رابطه

  .مي رسيم zrCكوريانس 
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بررسي مجدد انتشار وريانس كوريانس به موضوع جديد انتشار كوريانس علاوه بر  طي مثال فوقبه اين ترتيب 

  .نيز پرداخته شد

بـه   كه را در نظر بگيريد tو  xمتغير تصادفي مانند  دو بردارانتشار كوريانس  حال براي بررسي جامع و كلي

، xCبه ترتيب با وابستگي آنها را  هاي وريانس كوريانس هريك و ماتريس يسو ماتر هستندوابسته  يكديگر
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tC  وxtC  چنانچه . اده مي شوندنمايش دy  وz  را به ترتيب به عنوان توابعي ازx  وt   ،در نظر بگيـريم

  .را بدست آوريم yzCيعني  zو  yبين  وابستگيمي خواهيم ماتريس 
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  .را به صورت زير تعريف مي كنيم sو  rابتدا دو بردار 
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  .دانست sرا تابعي از  rهستند، بنابراين مي توان  tو  xخود توابعي از  zو  yبا توجه به اينكه 
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  .يمكنمي اعمال است  sكه تابعي از بردار  rحال قانون انتشار وريانس كوريانس را براي بردار  
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  .، مي توان روابط زير را استخراج نمودrCاختار ماتريس وريانس كوريانس با توجه به س
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را برحسـب مـاتريس    zو  yبنابراين از روابط فوق پيداست كه چگونه مي توان ماتريس كوريانس دو بردار 

   .بدست آورد )t  )xtCو  xوريانس دو بردار ك
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  برآورد  نمونه برداري و

  
تصادفي  متغيريك  براي حالات ممكنتعداد محدود از  يا نا بزرگبسيار  مجموعه ايمعمولا ما با  از آنجا كه

مواجه هستيم، ناگزير به انتخاب زير مجموعه اي كوچكتر از آن مي باشيم با بتوانيم به صورت عملي به 
بنابراين در اين فصل ضمن تشريح مباني نمونه برداري و . برآوردهايي از كميت هاي مورد نظر دست يابيم

  .برآورد به برخي برآوردهاي مهم از جمله برآورد ميانگين وزندار پرداخته خواهد شد
  

  جمعيت و نمونه

متغير تصادفي اعم از اينكه محدود يا  يا چند به مجموعه تمام حالات ممكن براي يك يا جامعه جمعيت
در واقع زماني كه با اندازه گيري سروكار داريم، به مجموعه كل اندازه گيري . ي گرددنامحدود باشد اطلاق م

در مقابل تعريف جمعيت، به زير . ، جمعيت گفته مي شودهاي ممكن كه مي تواند شامل بي نهايت تكرار باشد
بنابر . مجموعه اي از جمعيت كه قسمت كوچكي از كل اندازه گيري ها مي باشد، نمونه اطلاق مي گردد

   .تعريف اخير، هر مجموعه اي از اندازه گيري هاي نقشه برداري بيانگر يك نمونه خواهد بود
  

  برآورد

از آنجا كه اغلب اوقات دستيابي به تمام عناصر يك جامعه غير ممكن يا بسيار پر هزينه است، ما با كمك 
اين برآورد ها عموما به دو . طالعه داريمپارامترهاي مجهول جامعه مورد م يا تخمين نمونه ها سعي در برآورد

چنانچه نتيجه برآوردها مانند ميانگين و وريانس به يك . دسته نقطه اي و فاصله اي تقسيم بندي مي شوند
چنانچه عدم قطعيت برآوردها را نيز در نظر بگيريم و در . مقدار معين اشاره نمايد، برآورد را نقطه اي مي نامند

از يك پارامتر مجهول در يك بازه نمايش دهيم، در اين صورت به آن برآورد فاصله اي مي  واقع برآورد خود را
. آماره اي كه براي برآورد نقطه اي مورد استفاده قرار مي گيرد، برآوردگر يا تخمين گر ناميده مي شود .گوييم

نمونه مشخص مي در واقع هر برآوردگر يك مدل رياضي است كه چگونگي محاسبه يك برآورد را از يك 
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2( و وريانس) x(، برآورد ميانگين xتايي از متغير تصادفي  nبه عنوان مثال براي يك نمونه . سازد
xs( 

  .جامعه از روي نمونه موجود به صورت زير مي باشند
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=
n

i
ix

n
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ix xx
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  معيار هاي كيفيت برآوردگرها

از آنجا كه روش هاي برآورد متفاوتي براي هر كميت وجود دارد، بايد يك برآوردگر خوب تا حد امكان به 
آوردگر به منظور ارزيابي كيفيت ميزان اعتماد پذيري يك براز اين رو . مقدار واقعي پارامتر نزديك باشد

  .معيارهاي زير معرفي مي شوند
  

  ينااريب

كه حجم استفاده شود، در صورتي  θ̂از يك برآوردگر مانند  θچنانچه براي برآورد يك پارامتر مجهول مانند 
برآوردگر نااريب اطلاق مي  ه آنباميد رياضي آن برابر با مقدار واقعي پارامتر باشد  باشد ونمونه بسيار بزرگ 

  .شود
  
)3(  [ ] θθ =ˆE  

  
برآوردگر هاي ميانگين و . ويژگي نااريبي يكي ويژگي ضروري براي برآوردگرهاي خوب به حساب مي آيد

سه توزيع ) 1(راي مثال در نگاره ب .وريانس داراي اين ويژگي مي باشند و بنابراين برآوردگرهايي نااريب هستند
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و  1̂θهمانطور كه در اين نگاره پيداست دو برآوردگر . برآوردگر متفاوت براي يك كميت نشان داده شده است

2θ̂  3نااريب ولي برآوردگرθ̂ هر چند دقيق تر است داراي اريب مي باشد.  
  

  
  ريب و نااريبمقايسه برآوردگر ا -1نگاره 

  

  سازگاري

استفاده شود، در صورتي كه حجم  θ̂از يك برآوردگر مانند  θچنانچه براي برآورد يك پارامتر مجهول مانند 
 نمونه بسيار بزرگ شود و وريانس برآوردگر ناريب به سمت صفر ميل كند به آن برآوردگر سازگار اطلاق مي

   .شود
  
)4(  [ ] 0ˆvarlim =

∞→
θ

n
 

  
  .اين ويژگي براي ميانگين هر نمونه بزرگ وجود دارد

  
)5(  ( )

n
x x

n

2

var
σ

=  



  تئوري خطاهاجزوه درس   

 

 75 

  
)6(  ( ) 0limvarlim

2

==
∞→∞→ n

x x

nnn

σ
 

  

  و كارايي كمترين وريانس

مختلف چنانچه برآوردگر هاي مختلفي براي برآورد يك پارامتر وجود داشته باشند و داراي وريانس هاي 
بديهي است ويژگي نااريبي از . باشند، از بين آنها برآوردگري مناسب تر است كه كمترين وريانس را دارا باشد

بنابراين همواره تلاش مي شود از بين برآوردگر . اهميت بالاتري نسبت به كمترين وريانس برخوردار مي باشد
در اين صورت كارايي برآوردگر به . اب شودهاي ناريب، برآوردگري كه داراي كمترين وريانس است انتخ

  .حداكثر مي رسد و به آن برآوردگر كارآ مي گويند
  

  روش هاي برآورد

همانطور كه اشاره شد روش هاي متفاوتي براي برآورد ي كميت وجود دارد ولي بهترين برآورد مربوط به 
با استفاده از نمونه ها ممكن است در مسائل عملي . بهترين برآوردگر است كه داراي ويژگي هاي فوق باشد

برآوردگر ها تمام ويژگي هاي فوق را در حالت ايده آل نداشته باشند ولي با بزرگ شدن نمونه ها به اين 
منظور از برآورد ها در اين بخش برآورد هاي نقطه اي هستند به برخي از آنها اشاره . ويژگي ها نزديك شوند

  . مي شود
  

از چند گشتاور اول يك نمونه متناظر با گشتاور هاي جامعه براي به دست روش  در اين :روش گشتاور ها

براي يك نمونه به صورت  rبه طور مثال گشتاور مرتبه . آوردن مجهولات مورد نظر خود استفاده مي شود
  .زير است كه ميانگين با همين وسيله به دست مي آيد

  
)7(  ∑

=

=
n

i

r
ir x

n
m

1

1  
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)اين روش براي برآورد پارامترهاي مجهول  :ثر درست نماييكروش حدا )mθθθθθ ,...,,, به  =321

مستقل و داراي  ixچنانچه متغير تصادفي . گونه اي بكار مي رود كه احتمال نمونه به ازاي آن حداكثر شود
)تابع چگالي  )ixf ند، در آن صورت بردار نمونه يكسان باش( )nxxxx ,...,,, داراي تابع چگالي توام  321

  .زير است
  
)7(  ( ) ( )∏

=

=
n

i
mimn xfxxxxF

1
321321321 ,...,,,;,...,,,;,...,,, θθθθθθθθ

  
)تابع فوق تابع درست نمايي ناميده مي شود و توابع چگالي  )ixf  توابعي از پارامترهاي مجهول

( )mθθθθ ,...,,, )ترهاي مجهول را مي توان با روابط پارام. مي باشند 321 )ni xxxxg ,...,,, 321=θ 

يعني تابع درست نمايي ) 7(بايد به گونه اي باشند كه رابطه  iθ̂در اين روش برآوردگرهاي . برآورد نمود
  .بنابراين مشتق زير را برقرار مي كنيم. حداكثر شود

  
)8(  0=

∂
∂
θ
F )    يا   ) 0ln

=
∂

∂
θ
F  

  
  .حل معادله فوق منجر به برآورد پارامترهاي مجهول جامعه با شرط حداكثر احتمال مقادير نمونه مي شود

  

بر خلاف روش حداكثر درست نمايي در روش كمترين مربعات نيازي به دانستن  :روش كمترين مربعات

صل اطمينان و آزمون هاي آماري به توابع چگالي اندازه هر چند براي فوا .توابع چگالي اندازه گيري ها نيست
در صورتيكه متغير هاي تصادفي داراي داراي تابع توزيع نرمال باشند، نتايج حاصل از . گيري ها نياز مي باشد

روش كمترين مربعات بر اساس . روش كمترين مربعات و روش حداكثر درست نمايي يكسان خواهند بود
xxvاگر بردار باقيمانده . كمينه سازي مجموع مربعات ياقيمانده هاي اندازه گيري ها است −= به عنوان  ˆ
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)بردار متغير تصادفي با تابع توزيع نرمال و ويژگي  ) 0=vE  در نظر گرفته شود، در اين صورت تابع چگالي
  .ده ها به صورت زير نمايش داده مي شودتوام باقيمان

  
)9(  ( )( ) ( )( )

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−×=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
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2
1

2

1

2
1

2

2
1exp

.)2(

1        

2
1exp

.)2(

1)(

π

π

  

vCvحال با عمال شرط به حداقل رساسندن  v
T بردار  به عنوان روش كمترين مربعات به يك برآورد از −1

( )nxxxx ,...,,, حداقل كردن  به روشني پيداست كه) 9(با نگاهي دقيق به رابطه . خواهيم رسيد 321

vCv v
T   .است كه همان روش حداكثر درست نمايي است vf)(معادل حداكثر سازي  −1

  

  )برآورد فاصله اي(تعيين فواصل اطمينان 

قدار برآورد شده آن بر اساس يمك نمونه م θ̂مربوط به يك جامعه كه  θفاصله اطمينان براي هر پارامتر 
  .تعريف مي گردد ربه صورت زياست، 

  
)10(  ( ) αθθθ −=≤≤ 121P  

  
]در واقع فاصله اطمينان . سطح معنی دار ناميده می شود αسطح اطمينان و  α−1كه در آن  ]21,θθ 
در آن قرار داشته باشد يا به عبارت ديگر انتظار  α−1با احتمال  θست كه انتظار داريم پارامتر فاصله اي ا

مولا در مسائل عملي سطوح اطمينان مع. در آن قرار نداشته باشد αبا احتمال  θداريم پارامتر 
95.01 =−α )05.0=α ( 99.01يا =−α )01.0=α (براي يافتن حدود . در نظر گرفته مي شوند

1θ  2وθ  يا به عبارت بهتر تعيين فاصله اطمينان[ ]21,θθ  مورد نظر را داشته  برآوردگرمي بايست تابع توزيع
  .باشيم
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و  xµيك جامعه با ميانگين و انحراف معيار واقعي  xبرآورد ميانگين براي مثال مي توانيم فاصله اطمينان 

xσ  را براي سطح معني دارα در اين مثال تعداد عناصر نمونه را  .به صورت زير نمايش دهيمn  و آنها
  .داراي تابع توزيع نرمال فرض مي كنيم

  
)11(  ( ) ( )

α
σ

µ
σ αα −=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
≤≤

−
122

n
zx

n
zx

P x
x

x  

نگاره ( درا مي توان به صورت زير بازنويسي نمو) 11(متغير تصادفي نرمال استاندارد، رابطه  تعريف با يادآوري
)2((.  

  
)12(  

α
σ

µ
αα −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤

−
≤− 122 z

n
xzP

x

x  

  
  

 
  فاصله اطمينان براي ميانگين يك نمونه -2نگاره 

  

  ميانگين وزن دار

يكي از برآوردگر هاي مهم كه همه ويژگي هاي گفته شده براي يك برآوردگر خوب را داراست و كاربرد نسبتا 
فـرض  . دار است كه در اين بخش به آن مـي پـردازيم   زيادي در مسايل مهندسي دارد، برآوردگر ميانگين وزن

. مـده انـد  بار به دست آ mطي 1n ،2n ،3n ،...،mnنمونه اندازه گيري از يك موضوع با حجم هاي  mكنيد 
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ميانگين و وريانس ميانگين در نظر گرفتѧه شѧود،    σچنانچه انحراف معيار هر اندازه گيري را مساوي و برابر با 
  .تايي به صورت زير به دست مي آيندinهر نمونه 
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. تمام اندازه گيري ها، مي توان ميانگين كلي و و وريانس آن را محاسبه نموداز طرفي با يكپارچه فرض كردن 

∑در اين صورت حجم كل اندازه گيري ها 
=

=
m

i
inN

1

∑∑و مجمـوع تمـام انـدازه گيـري هـا       
==

=
m

i
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N

i
i xnx

11

 

  .خواهد بود و ميانگين كلي بنابر تعريف به صورت زير به دست مي آيد
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حال تعداد اندازه گيري هاي هر نمونه را بر پايه تعريف وريانس ميانگين هر نمونه به صورت زير به دست مي 

  .آوريم
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  .استفاده از روابط فوق و جايگذاري آنها در رابطه ميانگين كلي به رابطه جديد زير مي رسيم اكنون با
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2(با يادآوري تعريف وزن بر حسب وريانس 

2

i
ip

σ
σ

  .، مجددا ميانگين كلي به صورت زير بازنويسي مي شود)=
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) يانگين نمونـه م(با نگاهي دقيق در رابطه اخير، متوجه مي شويم كه تنها با استفاده از نتيجه هر نمونه كوچك 

. و وريانس آن، مي توانيم به نتيجه يكساني براي حالتي كه تمام اندازه گيري ها در نظر گرفته شـوند، برسـيم  
رابطه اخير در واقع ميانگين وزندار است و در حالت كلي مي توان آن را براي برآورد ميانگين اندازه گيري هاي 

  .به صورت زير نمايش داد )ip( ي متفاوتهاوزن با  )ix( مختلف
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به طور مشابه با ميانگين معمولي، انتظار مي رود دقت ميانگين وزندار از دقت تك تك اندازه گيري هـا بـالاتر   

  .ر خطاها به صورت زير عمل مي كنيمبراي بدست آوردن دقت ميانگين وزندار با استفاده از قانون انتشا. باشد
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  .با توجه به تعريف وزن مي توانيم عمليات زير را براي رابطه فوق انجام دهيم
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  .ماييمدر پايان مي توانيم رابطه وريانس و انحراف معيار ميانگين وزندار را به صورت زير بازنويسي ن
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10در صورتيكه  =σ در نظر گرفته شود، رابطه انحراف معيار ميانگين وزندار به صورت زير در مي آيد.  
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ترازيـابي شـده    Dبـه نقطـه مجهـول     Cو  A ،Bمعلوم  از سه نقطه ارتفاعي) 3(براي مثال مطابق نگاره 

اندازه گيري  3pو  1p ،2pي به ترتيب با وزن ها ∆3Hو  ∆1H∆ ،2Hچنانچه اختلاف ارتفاع هاي . است
  .را به دست آوريد Dشده باشند، محتملترين مقدار ارتفاع نقطه 

   
  
  
  

  

 

 

  Cو  A ،Bمعلوم  از سه نقطه ارتفاعيبا ترازيابي از  Dمجهول تعيين ارتفاع  -3نگاره 
  
  

        B 
 
    A   ∆H1, P1  

                        D       ∆H2, P2 
     

 
     ∆H3, P3 

 
             C           
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  . به صورت زير قابل محاسبه است Dنفطه مجهول و انحراف معيار ، ارتفاع داراساس رابطه ميانگين وزنبر 
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  هاخطا  نمايش هندسي پخش

  

متغير تصادفي از كميت هاي وريانس و كوريانس بين آنها استفاده  چندبراي بيان توام عدم قطعيت يا خطاي 

كميت هاي فوق عددي مي باشند و تصور درستي بويژه هنگاميكه با متغيرهاي مكاني سروكار داريم . مي شود

تصادفي استفاده مي شود  هاييك نمايش گرافيكي براي متغيربه همين منظور از . براي ما فراهم نمي سازند

معمولا اين نمايش گرافيكي با بيضي در . نشان مي دهد را كه چگونگي توزيع خطا اطراف نقطه مورد نظر

  . حالت دو بعدي يا بيضوي در حالت سه بعدي انجام مي گيرد

  

  بيضي خطا

ير تصادفي ارائه مي شوند، لذا ساده ترين حالت ممكن، از آنجا كه به طور سنتي وابستگي ها بين هر دو متغ

بنابراين در اين فصل با . يعني در نظر گرفتن متغير هاي تصادفي به صورت دو به دو، مورد نظر مي باشد

اين نمايش گرافيكي . نمايش گرافيكي دو بعدي از پخش خطا براي دو متغير تصادفي سروكار خواهيم داشت

دو متغير تصادفي به صورت  واقعيمقادير  قع بيانگر يك سطح اطمينان از قرار گيريدر وايك بيضي است كه 

  . در آن است توام

 nمتغيره با فرض  nتابع چگالي نرمال براي اثبات اينكه پخش خطا اطراف هر نقطه يك بيضي است، ابتدا 

),,,...(متغير تصادفي  21 nXXX  در نظر بگيريد ه صورت زير معرفي شده استقبلا برا كه.  

  

)1(  ( ) ( )




 −−−×= −

xx
T

x

x

nn XCX
C

xxxf µµ
π

1

2
1

2
21 2

1
exp

.)2(

1
)...,,,(  

  

در نظر گرفته مي  yو  x متغير تصادفيحال با توجه به اينكه فقط دو متغير تصادفي مورد نظر است، تنها دو 

  )).1(نگاره (ير خواهد بود شوند و تابع چگالي توام نرمال آنها به صورت ز
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به صورت )  y )xyρو  x متغير تصادفيبر حسب ضريب همبستگي بين دو نمايش ديگري از معادله فوق 

  .زير است
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  برش مقاطع افقي  تصوير نمايش تابع چگالي نرمال دو متغيره و - 1نگاره 

  

رويه تابع چگالي نرمال دو  zدر يك ارتفاع معين مانند  xyچنانچه هر صفحه دلخواه موازي با صفحه 

  . صل يك بيضي خواهد بود كه به ترتيب زير اثبات مي شودمتغيره فوق را قطع نمايد، مقطع حا
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xyyx ρσπσ
 

  

  . يكديگر قطع مي دهيم و به رابطه زير مي رسيمرا با  )5(و ) 2(حال روابط 

  



        تئوري خطاهاتئوري خطاهاتئوري خطاهاتئوري خطاهاجزوه درس جزوه درس جزوه درس جزوه درس         

 

 
88 

)6(  
2

22

2
2

)1(

1
K

yyxx

y

y

y

y

x

x
xy

x

x

xy

=


























 −
+












 −







 −
−







 −
− σ

µ
σ

µ
σ

µρ
σ

µ
ρ

 

  

 yµو  xµگين هاي بيانگر يك معادله بيضي در حالت عمومي است كه مختصات مركز آن ميان) 6(رابطه 

قرار  هاyدر راستاي محور  yKσ2ها و xدر راستاي محور  xKσ2مي باشد و در يك مستطيل با ابعاد 

بيضي خطا است كه براي تعيين مشخصات آن به ترتيب زير عمل مي اين بيضي معروف به . گرفته است

  .را مي نويسيم) 6(ابتدا فرم برداري رابطه . كنيم

  

)7(  ( ) ( ) 21 KyxCyx T
yxxyx =−−−− − µµµµ  

  

كه بيانگر يك معادله بيضي است كه مركز آن  با انتقال به مبدا مختصات به صورت زير در مي آيد) 7(رابطه  

  .باشد منطبق بر مبدا مختصات مي

  

)8(  ( ) ( ) 21 KyxCyx T
x =−  

  

  

  بيضي خطا پس از انتقال به مبدا - 2نگاره 



        تئوري خطاهاتئوري خطاهاتئوري خطاهاتئوري خطاهاجزوه درس جزوه درس جزوه درس جزوه درس         

 

 
89 

  

به يك معادله جديد از بيضي  vو  uبه منظور انطباق بر محورهاي  θبه اندازه  yو  xبا دوران محورهاي 

نگاره (خواهد گرديد  vو  uخواهيم رسيد كه قطرهاي بزرگ و كوچك آن به ترتيب منطبق بر محورهاي 

 vو  uبا انجام مجموعه عمليات زير به يك ماتريس وريانس كوريانس قطري براي محور هاي )). 2(

  خواهيم رسيد
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قطر اصلي  ازخارج بايد عناصر ، xو قطري سازي ماتريس وريانس كوريانس بردار  θاندازه  به دوران پس از

، ساختار ماتريس وريانس vو  uبر محورهاي  آناقطار با توجه به چرخش بيضي و قرارگيري . صفر شوند

  .باشدمي وريانس جديد به صورت زير 
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Tبا صفر قرار دادن هريك از عناصر خارج از قطر اصلي در ماتريس 
x RCR  θ، مي توان مقدار زاويه دوران −1

  .عنوان توجيه بيضي خطا پيدا كرد را به
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θ2cosو θ2sin  به مقادير در ادامهچون    .ها را نيز به صورت زير بدست مي آوريمن، آاحتياج داريم  
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  .به رابطه زير خواهيم رسيد تركيب در مخرجرسانيده و سپس با  2طرفين را به توان 
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  .زير خواهيم رسيدرسانيده و با تركيب در صورت به رابطه  2را به توان ) 10(مجددا طرفين رابطه 
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با در نظر گرفتن  حال
2

2cos1
sin2 θθ و  =−

2

2cos1
cos2 θθ مي  minσو maxσبه محاسبه =+

  .پردازيم
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 v و u معادله برداري فوق را مي توان به صورت زير كه بيانگر يك بيضي با اقطار منطبق بر محور هاي 

  .است نمايش داد
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  .در نظر گرفته شود در آن صورت به معادله بيضي استاندارد خواهيم رسيد K=1 اگر
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22پيداست ) 2(همانطور كه از نگاره 
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2
ua σσ σσو  == == 2
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2b  را به صورت ) 16(و بنابراين رابطه

 .زير بازنويسي نماييم
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σσ
 

  

2 اگر
uσ 2 و

vσ  را درK چه قدر هرتغيير خواهد كرد و بيضي ابعاد  ،ضرب كنيم K انتخاب شود گتربزر 

براي تعيين مقدار . خواهد بود بيشتربيضي  در داخل جواباحتمال وجود سطح بيضي خطا بزرگتر و در نتيجه 

دليل انتخاب اين تايع توزيع . استفاده نماييم 2سطح داخل بيضي بايد از تابع توزيع كاي اسكور با درجه آزادي 

و وريانس هاي  yµو  xµاز تابع توزيع نرمال با ميانگين هاي  yو  xمتغير تصادفي دو  اگراين است كه 

2
xσ  2و

yσ ز آنها به صورت زير مي باشدتبعيت كنند، در آن صورت متغير كاي اسكور حاصل ا .  
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با نگاهي دقيق به معادله بيضي خطا در مي يابيم كه بيانگر يك متغير تصادفي كاي اسكور با درجه آزادي دو 

  )).1(جدول (هاي مختلف مي توان سطوح اطمينان متفاوت به دست آورد Kلذا به ازاي . است
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  در بيضي خطا Kارتباط سطوح اطمينان و ضريب  - 1جدول 

K  α−1  

1 0.394 

1.177 0.50 

2.146 0.90 

2.447 0.95 

3.035 0.99 

 

 xمعادله مشخه ماتريس وريانس كوريانس بردار روشي ديگر براي تعيين عناصر بيضي خطا استفاده از 

)0=− IC x λ (در واقع در اين روش نيز با به دست آوردن مقادير ويژه ماتريس فوق آن را به يك . است

  .ماتريس قطري تبديل مي كنيم

  

)18(  0))(()( 2 =++− xx CCtr λλ  

  

  كه در آن 
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  .به صورت زير قابل بازنويسي است) 18(بنابراين معادله مشخصه 

  

)19(  ( ) ( ) 0222222 =−++− xyyxyx σσσλσσλ  
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2 جواب معادله فوق 
1 a=λ  2و

2 b=λ است ه قبلا نيز به دست آمده بودند.  

 

  منحني پدا ل 

2خطاي استاندارد را به ترتيب به اندازه  v و uبيضي خطا تنها در دو امتداد 
uσ 2 و

vσ  به دست مي دهد و در

چنانچه مايل به . ساير امتدادها فاصله مركز بيضي تا منحني بيضي نشاندهنده خطاي استاندارد نمي باشد

با كه  امتداد براي يك آنوردن آرابطه رياضي بدست د در هر امتداد دلخواه باشيم، محاسبه خطاي استاندار

توجه  .مي سازد به صورت زير به دست مي آيدجهت عقربه هاي ساعت  در εزاويه  بيضي خطا بزرگ محور

از توزيع خطا و در نتيجه  نماييد كه منظور از خطاي استاندارد در هر امتداد استخراخ يك برش يك بعدي

  .به عهده دانشجو گذاشته مي شودزير اثبات رابطه  .است 68.0تعيين انحراف معيار با احتمال 

  

)20(  εσεσσ ε
22222 sincos vu +=  

  

  

  منحني پدال و بيضي خطا - 3نگاره 

 

              



 
  

  

  

  

  

  

  

  : پيوست ها
  جداول آماري
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  سطح زير منحني تابع چگالي نرمال استاندارد - 1جدول آماري 
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  t-studentسطح زير منحني تابع چگالي  - 2جدول آماري 
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  كاي اسكور سطح زير منحني تابع چگالي - 3جدول آماري 
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  Fسطح زير منحني تابع چگالي  - 4جدول آماري 
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  )مهادا( Fسطح زير منحني تابع چگالي  - 4جدول آماري 
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  )ادامه( Fسطح زير منحني تابع چگالي  - 4جدول آماري 
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  )ادامه( Fسطح زير منحني تابع چگالي  - 4جدول آماري 
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  )ادامه( Fسطح زير منحني تابع چگالي  - 4جدول آماري 
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  )ادامه( Fسطح زير منحني تابع چگالي  - 4جدول آماري 
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Petr Vaníček, Edward J. Krakiwsky, Geodesy: the concepts, 2nd ed., North Holland, 1986, 

697 p. 

 
Moritz, H. Advanced least squares methods. Reports of the Department of Geodetic Science, 

No. 75, the Ohio State University, Columbus, 1972.  

 

Goldman, S. Information Theory. New York: Dover, 1969, 397 p 

 
E.M. Mikhail & F. Ackermann, 1976. Observations and Least Squares. Harper & Row, New 

York, 497p 

 
Y. Djamour, 2004, Contribution de la Géodésie (GPS et Nivellement) a l’etude de la 

déformation tectonique et de l’alea sismique sur la région de Téhéran (Montagnes Alborz, 

Iran), université Montpellier II, Montpellier, 180pp, PhD thesis. 

 

انتشارات دانشگاه  ،اي بر آمار و احتمالات كاربردي مقدمه، 1371و ذهبيون، محمد،  ميربهادر قليآريا نژاد، 

 ص 441علم و صنعت ايران، 

  

، انتشارات جهاد دانشگاهي دانشگاه آناليز عددي كاربردي: محاسبات عددي، 1387، پورپاك، علي محمد

 ص  400تهران دانشكده فني،چاپ هفتم، 

  

انتشارات دانشگاه  ،اي بر احتمالات و آمار مقدمه، 1385،  جمشيو جعفري شبستري،  عباسعلي زالي،

  ص 509تهران،چاپ هشتم، 




